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Introduzione
Una transizione di fase che si pensa avvenga in QCD (con L = 2, 3 quark
a massa zero) a una certa temperatura critica Tch e` la restaurazione della
simmetria chirale SU(L)⊗ SU(L), che per T < Tch e` rotta spontaneamente
dal valore non nullo del cosiddetto ‘‘condensato chirale”: 〈q¯q〉 =∑Li=1〈q¯iqi〉.
Grazie a calcoli su reticolo, e` noto che la temperatura Tch e` vicina alla tempe-
ratura di deconfinamento Tch ' Tc ' 150 MeV (vedi ad esempio la Ref. [7]).
Ma la QCD con L quark a massa zero ha anche (almeno a livello classico)
una simmetria U(1) assiale. Questa simmetria e` rotta a livello quantistico
da un’anomalia, che, nel ‘‘meccanismo di Witten-Veneziano’’, gioca un ruolo
chiave (mediante la cosiddetta ‘‘suscettivita` topologica”) nella spiegazione
della grande massa del mesone η′ [58, 62]. Il ruolo della simmetria U(1) as-
siale a temperatura finita non e` stato finora ben chiarito. Ci si aspetta che,
sopra una certa temperatura critica TU(1), anche tale simmetria venga (a tut-
ti gli effetti) restaurata, ma non e` ancora chiaro quale sia il legame (se c’e`!)
tra TU(1) e Tch.
In alcuni recenti lavori [41, 46, 47], sulla base di alcuni risultati ottenuti
su reticolo per le cosiddette ‘‘suscettivita` chirali’’ [6], e` stato analizzato uno
scenario in cui un certo condensato a 2L fermioni, parametro d’ordine per la
simmetria U(1) assiale, resta diverso da zero attraverso la transizione chirale
a Tch, fino a una certa temperatura TU(1) > Tch.
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Nel caso di interesse fisico, i.e. L = 3, il nuovo condensato e` il valore
di aspettazione sul vuoto di un operatore a sei fermioni, dello stesso tipo di
quello originariamente proposto da t’ Hooft [28] per descrivere le interazioni
dei quark nel campo di un istantone e da Kobayashi e Maskawa [34] per de-
scrivere un termine di interazione anomalo in un modello del tipo di quello di
Nambu-Jona-Lasinio generalizzato al caso di tre flavour (si veda ad esempio
la Ref. [36] e le referenze ivi incluse).
Tale scenario ha importanti conseguenze nel settore dei mesoni pseudo-
scalari. La dinamica dei mesoni pseudoscalari, includendo gli effetti dovuti
all’anomalia, al condensato chirale 〈q¯q〉 e al nuovo condensato U(1) assia-
le, puo` essere descritta, nel limite di grande numero N di colori e al primo
ordine nelle masse dei quark, mediante un modello di Lagrangiana chirale ef-
ficace [42–44], ottenuta modificando opportunamente quella originariamente
derivata da Witten, Di Vecchia, Veneziano et al. [12, 54,63].
Interessanti conseguenze fenomenologiche derivanti da questo scenario so-
no state trovate studiando lo spettro di massa dei mesoni pseudoscalari e i
decadimenti di η ed η′ in due fotoni, sia a T = 0 [41], che a T diversa da
zero [47]. Un primo confronto coi dati sperimentali a T = 0 supporta una
certa evidenza in favore di un nuovo condensato U(1) assiale. I risultati
a T diversa da zero potranno essere confrontati coi risultati ottenuti negli
esperimenti con ioni pesanti del prossimo futuro.
In questa tesi intendiamo proseguire questo tipo di analisi fenomenolo-
gica, investigando anche gli effetti del nuovo condensato U(1) assiale sui
decadimenti forti di η, η′ ed ηX (essendo quest’ultima una nuova particella
‘‘esotica”, con gli stessi numeri quantici dell’η′, ma associata al nuovo con-
densato) in tre mesoni pseudoscalari. Ci limiteremo al caso di temperatura
zero.
La tesi e` strutturata come segue.
Nel primo capitolo studieremo le problematiche legate alla simmetria
U(1) assiale: l’anomalia e il problema U(1) [28, 29, 60]. Introdurremo lo
sviluppo a grande numero N di colori e le soluzioni di ’t Hooft, Witten e
Veneziano per il problema U(1) [28,29,58,62].
Nel secondo capitolo discuteremo la struttura di fase della QCD a tem-
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peratura finita e parleremo dei parametri d’ordine. In particolare, dopo aver
descritto come e` stato ricavato il nuovo condensato per L = 2, mostrere-
mo come costruire esplicitamente il nuovo parametro d’ordine per il caso
di interesse fisico, cioe` L=3, richiedendo che sia ‘‘indipendente” dall’usuale
condensato chirale 〈q¯q〉.
Nel terzo capitolo, dopo aver introdotto il formalismo delle Lagran-
giane chirali efficaci a grandi N , presenteremo la Lagrangiana per il nostro
modello che include il nuovo condensato U(1) assiale [41,42,46] e mostreremo
brevemente qual e` lo spettro di massa che da essa si ricava per i mesoni pseu-
doscalari. Alla fine di questo capitolo faremo delle considerazioni critiche sui
nuovi parametri del modello, che porteranno all’esclusione di alcuni possibi-
li valori di questi. In particolare, mostreremo che la costante che controlla
l’accoppiamento tra gli usuali campi mesonici bilineari nei quark e il nuovo
campo associato alla particella esotica ηX non puo` essere messo semplicemen-
te uguale a zero, in quanto tale scelta condurrebbe a previsioni sullo spettro
dei mesoni pseudoscalari in evidente contraddizione con i dati sperimentali.
Nel quarto capitolo, dopo aver brevemente presentato i risultati ottenuti
in Ref. [41,47] per i decadimenti radiativi di pi0, η, η′, ηX in due fotoni [41,47],
studieremo in dettaglio i decadimenti forti di η, η′, ηX in tre mesoni pseudo-
scalari. Calcoleremo gli autostati della nuova Lagrangiana, sviluppata fino a
includere i termini a quattro mesoni, includendo anche una (piccola) viola-
zione dell’isospin, e li utilizzeremo per calcolare le ampiezze di decadimento
di η, η′, ηX in 3pi0 e pi+, pi−, pi0. Da queste sara` possibile ricavare informa-
zioni sul nuovo condensato (i.e. sul parametro FX del modello) e, nel caso
della particella ‘‘esotica” ηX , troveremo delle relazioni tra la sua massa e le
larghezze di decadimento, che, in linea di principio, potrebbero essere utili
per identificare un candidato per tale particella. Calcoleremo, inoltre, le am-
piezze e le rispettive larghezze per i decadimenti di η′, ηX in ηpi0pi0 e ηpi+pi−.
Infine, presenteremo i risultati per i decadimenti della nuova particella ηX in
3η, 3η′, ηηη′, ηη′η′.
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CAPITOLO 1
Il problema U(1) in QCD
1.1 Introduzione alla QCD
La Cromo-Dinamica Quantistica (QCD) e` la teoria quantistica di campo che
descrive le interazioni forti. Si tratta di una teoria di gauge non abeliana,
invariante sotto il gruppo di colore SU(3). La Lagrangiana della QCD ha la
seguente forma:
LQCD = −1
2
Tr (FµνF
µν) + q¯iγµDµq − q¯Mq (1.1)
dove q e` il campo dei quark, rappresentato da un vettore avente tante com-
ponenti quanti sono i diversi tipi di quark (cioe` i sapori o flavour) e ciascuna
componente di sapore, indicata per esempio con i, e` caratterizzata da un
indice, di ‘‘colore”, con tre componenti:
qi =
q
1
i
q2i
q3i
 .
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In natura sono presenti 6 differenti sapori: up, down, strange, charm, bottom
e top. Ciascun sapore di quark si trasforma sotto il gruppo di gauge SU(3)
secondo la rappresentazione fondamentale. La matrice M e` la matrice di
massa dei quark:
M =

mu
md
ms
. . .
 . (1.2)
Dµ e` la derivata covariante per il campo dei quark:
Dµqi = ∂µ − igAµqi;
g e` la costante di accoppiamento della QCD e
Aµ =
8∑
a=1
Aaµ
λa
2
dove gli Aaµ (a = 1, · · · , 8) sono i campi di gauge (i gluoni) e le λa (a =
1, · · · , 8) sono le matrici di Gell-Mann che soddisfano la relazione di commu-
tazione: [
λa
2
,
λb
2
]
= ifabc
λc
2
, (1.3)
dove le fabc sono le costanti di struttura del gruppo SU(3), e la condizione
di normalizzazione:
Tr(λaλb) = 2δab. (1.4)
In altre parole, T a ≡ λa/2 sono i generatori di SU(3) nella rappresentazione
fondamentale (o definente). Il tensore di curvatura Fµν e` funzione dei soli
campi di gauge Aµ (cioe` i gluoni), ed e` cos`ı definito:
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ] =
8∑
a=1
F aµν
λa
2
, (1.5)
dove
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAµbAνc
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1.1. Introduzione alla QCD
Vediamo perche´ si e` arrivati a proporre questa Lagrangiana. Sulla base
di studi sulla classificazione degli adroni, nei primi anni ’60, Gell-Mann e
Ne’eman [17,49] dedussero che le interazioni forti possiedono una simmetria
approssimata SU(3) (chiamata da Gell-Mann ‘‘The Eightfold Way ’’ ) e ipo-
tizzarono che gli adroni fossero costituiti da particelle elementari dette quark
descritte mediante il modello di Gell-Mann. Per risolvere alcuni problemi
che non si riuscivano a spiegare con il semplice modello di Gell-Mann, come
la corretta costruzione delle funzioni d’onda barioniche (per esempio la par-
ticella ∆++) o i dati sulla sezione d’urto totale del processo e+e− → adroni,
Han, Nambu, Greenberg e Gell-Mann [17,18,23,25] proposero per i quark un
numero quantico aggiuntivo, inosservabile, chiamato colore. Per dare colore
ai quark, risolvendo i problemi sopra citati, si ipotizzo` che il gruppo di gauge
della teoria fosse il gruppo di colore SU(3). Come detto prima, i quark si
trasformano secondo la rappresentazione fondamentale sotto trasformazioni
del gruppo di colore.
Si e` poi visto con processi di diffusione elettrone-protone profondamente ane-
lastica (i.e. il ‘‘Deep-Inelastic Scattering ’’ [D.I.S.]) che a grandi energie i
quark si comportano come particelle quasi libere, cioe` l’interazione tra di
esse e` debole alle piccole distanze. Questa proprieta` viene detta liberta` asin-
totica. Nel 1973 fu scoperto da D. Gross e F. Wilczek [24], e da D. Politzer [53]
che la QCD e` asintoticamente libera. Grazie a questo la QCD e` diventata il
miglior candidato per descrivere le interazioni forti. Per dimostrare la liberta`
asintotica dobbiamo mostrare che la costante di interazione forte αs = g
2/4pi
(l’analogo della costante di struttura fine della QED) va a zero al crescere
dell’energia1. Introduciamo la funzione β di Gell-Mann & Low
β ≡ µdgr(µ)
dµ
(1.6)
dove µ e` la scala di energia e gr e` la costante di accoppiamento running (che
dipende dall’energia). Se la funzione β e` negativa nell’intorno di g = 0, la
costante di accoppiamento tende a zero per grandi energie (i.e. la teoria e`
asintoticamente libera) e cresce per piccole energie (per cui si parla, a volte,
1Per una trattazione completa di quanto segue si veda ad esempio la Ref. [59].
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di ‘‘schiavitu` infrarossa’’ [‘‘infrared slavery ’’]). Si puo` mostrare che ad un
loop la funzione β della QCD ha la forma seguente:
β(gr) = −β0g3r , β0 =
1
(4pi)2
(
11N − 2Nf
3
)
(1.7)
dove N e` il numero di colori e Nf il numero di flavour. Nel caso di N = 3
(che e` il caso di interesse fisico), otteniamo che il coefficiente β0 e` positivo
(i.e. β e` negativa) per Nf ≤ 16. In tal caso l’integrazione della (1.6) porta a:
αs(µ) =
g2r(µ)
4pi
=
1
4piβ0 ln
(
µ2/Λ2QCD
) , (1.8)
dove ΛQCD e` costante ed e` chiamato parametro di scala o di massa della
QCD2. Dalla (1.8) si vede immediatamente che αs → 0 per µ→∞. Siccome
sembra ci siano solo 6 flavour, la QCD e` asintoticamente libera.
Un altro fatto sperimentale molto rilevante e` che non si osservano ne´
quark ne´ gluoni isolati, ma solo adroni, che sono singoletti di colore. In
altre parole, il colore non e` osservabile, proprieta` detta confinamento del
colore. Una dimostrazione che la QCD goda effettivamente della proprieta`
del confinamento del colore non e` ancora stata ottenuta, ma vi sono forti
indizi che si ottengono nell’ambito della cosiddetta ‘‘QCD su reticolo’’: la
teoria di gauge su reticolo e` una teoria di gauge definita su uno spazio-tempo
Euclideo discretizzato, il che permette di studiare le quantita` fisiche mediante
simulazioni numeriche 3.
Dunque la QCD e` una buona teoria per la descrizione della dinamica dei
quark: infatti ha la proprieta` della liberta` asintotica alle piccole distanze e
pare spiegare il confinamento del colore alle grandi distanze. Purtroppo tale
teoria, a differenza della QED, non permette l’uso di metodi perturbativi,
se non ad alte energie (dove la costante di accoppiamento diventa piccola,
grazie alla liberta` asintotica). Per descrivere la dinamica a basse energie
occorre trovare metodi non perturbativi. Uno di questi metodi e` fornito dal
2Il valore esatto di ΛQCD dipende dallo schema di rinormalizzazione usato: tipicamente
risulta un valore ΛQCD ∼ 0.5 GeV.
3Si veda, ad esempio, la Ref. [55].
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formalismo del ‘‘reticolo’’, di cui si e` detto sopra. Un altro approccio e` quello
delle Lagrangiane chirali efficaci: tale tecnica e` quella utilizzata in questa
tesi e sara` introdotta nel terzo capitolo.
1.2 Simmetrie chirali della QCD
Se tutte le masse dei quark sono diverse, la Lagrangiana di QCD (1.1) e`
invariante sotto il gruppo di simmetria G = U(1)u ⊗ U(1)d · · · .
C’e` una carica conservata per ogni sapore di quark, le correnti corrispondenti
sono semplicemente u¯γµu, d¯γµd, ecc.
Possiamo riscrivere la Lagrangiana (1.1) in termini delle componenti left e
right dei campi dei quark, date rispettivamente da:
qL ≡ 1
2
(1 + γ5) q
qR ≡ 1
2
(1− γ5) q (1.9)
dove γ5 ≡ −iγ0γ1γ2γ3, come:
LQCD = −1
2
Tr (FµνF
µν)+iq¯Lγ
µDµqL+iq¯Rγ
µDµqR−q¯LMqR−q¯RMqL (1.10)
Se ci sono L quark a massa, nulla la Lagrangiana (1.10) e` invariante sot-
to il gruppo di simmetria piu` ampio (non consideremo piu` la parte della
Lagrangiana che dipende dai quark pesanti):
G = SU(L)L ⊗ SU(L)R ⊗ U(1)L ⊗ U(1)R (1.11)
dove:
U(1)L :qL → q′L = e−iαLqL;
U(1)R :qR → q′R = e−iαRqR;
SU(L)L :qL → q′L = e−iβ
a
LT
a
qL;
SU(L)R :qR → q′R = e−iβ
a
RT
a
qR (1.12)
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T a (a = 1, · · · , L2 − 1) sono i generatori di SU(L) nella rappresentazione
fondamentale. Essi soddisfano le regole di commutazione:
[
T a, T b
]
= ifabcT
c (1.13)
dove le fabc sono le costanti di struttura del gruppo SU(L), e sono inoltre
normalizzate in modo che:
Tr
(
T aT b
)
=
1
2
δab
Per L = 2, T a = σa/2, dove σa (a = 1, 2, 3) sono le tre matrici 2× 2 di Pauli.
Nel caso di 3 flavour (L=3), T a = λa/2, essendo λa(a = 1, · · · , 8) le otto
matrici 3× 3 di Gell-Mann.
Il gruppo di simmetria (1.11) puo` essere riscritto come:
G = SU(L)V ⊗ SU(L)A ⊗ U(1)A ⊗ U(1)V (1.14)
dove V e A indicano rispettivamente le trasformazioni vettoriali ed assiali :
U(1)V : q → q′ = e−iαV q;
U(1)A : q → q′ = e−iαAγ5q;
SU(L)V : q → q′ = e−iβaV Taq;
SU(L)A : q → q′ = e−iβaATaγ5q (1.15)
Ci sono due modi in cui una simmetria globale continua della Lagrangiana
puo` essere realizzata:
• La realizzazione alla Wigner-Weyl, nella quale tutti i generatori del
gruppo di simmetria annichilano il vuoto. Gli stati fisici sono classificati
dalle rappresentazioni irriducibili unitarie del gruppo.
• La realizzazione alla Nambu-Goldstone, dove qualche generatore non
annichila il vuoto. Il teorema di Goldstone [21, 22] afferma che, per
ogni generatore che non annichila il vuoto (generatore rotto), esiste
una particella a spin zero e massa zero (bosone di Goldstone), con i
10
1.2. Simmetrie chirali della QCD
numeri quantici del generatore rotto e che si trasforma secondo una
rappresentazione irriducibile del sottogruppo non rotto 4 .
Come sono realizzate in natura le simmetrie espresse dalla (1.14)?
La simmetria U(1)V e` realizzata alla Wigner-Weyl e si manifesta con la
conservazione del numero barionico. D’altra parte SU(L)R ⊗ SU(L)L =
SU(L)V ⊗ SU(L)A non puo` essere realizzata in questo modo, perche´ questo
implicherebbe per ogni stato adronico l’esistenza di un partner della stessa
massa, spin, numero barionico e stranezza, ma con parita` opposta. Particelle
di questo tipo non sono mai state viste.
Il sottogruppo vettoriale SU(L)V e` realizzato in natura (in maniera ap-
prossimata) per L = 2 e per L = 3. Per L = 2 SU(2)V non e` altro che
l’isospin o spin isotopico, mentre per L = 3 e` il gruppo di simmetria SU(3)
di Gell-Mann e Ne’eman (‘‘The Eightfold Way ’’) di cui si e` parlato nella
sezione precedente.
Per questi motivi si assume che la simmetria chirale e` spontaneamente
rotta al sottogruppo vettorialeH = SU(L)V . Di conseguenza, lo spettro della
QCD (con L quark a massa zero) deve contenere L2−1 bosoni di Goldstone. I
loro numeri quantici sono determinati dalla carica assiale applicata al vuoto,
QAa |0〉, dove
QAa =
∫
d3xA0a(x) , A
µ
a = q¯γ
µγ5Taq, (1.16)
essendo Aµa la corrente di Noether associata alla simmetria SU(L)A.
In realta`, ovviamente, la simmetria e` esplicitamente rotta dal termine di
massa dei quark; infatti non si osservano bosoni di Goldstone a massa ze-
ro. Tuttavia, gli otto adroni piu` leggeri (pi±, pi0, K±, K0, K¯0, η) sono
pseudoscalari e tre di loro (pi±, pi0) sono particolarmente leggeri. Questo e`
l’andamento atteso se si ricorda che le masse dei quark up, down e strange,
che sono rispettivamente mu = (1.5÷ 3.3) MeV, md = (3.5÷ 6) MeV, ms =
(70 ÷ 130) MeV [3], sono piccole rispetto alla scala tipica delle interazioni
forti, i.e., ΛQCD ∼ 0.5 GeV. In questo modo la Lagrangiana e` approssi-
mativamente invariante sotto SU(3)V ⊗ SU(3)A e la rottura spontanea di
questa simmetria approssimata genera 32 − 1 = 8 particelle con massa ap-
4Per una trattazione completa si veda, ad esempio, la Ref. [59].
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prossimativamente zero. Inoltre mu e md sono piccole rispetto a ms, cos`ı
SU(2)V ⊗SU(2)A e` una simmetria migliore della Lagrangiana di QCD. Que-
sta e` la ragione per la quale 3 dei mesoni pseudoscalari (i.e. pi±, pi0) sono
particolarmente leggeri [48].
In altre parole, la parte della Lagrangiana che contiene le masse dei quark
leggeri:
δL (masse)QCD = −
(
muu¯u+mdd¯d+mss¯s
)
(1.17)
agisce come un termine perturbativo (teoria perturbativa chirale) rispetto al
resto delle Lagrangiana L (0)QCD che e` invariante rispetto a SU(3)V ⊗ SU(3)A.
D’altra parte i parametri di massa per gli altri quark c, b, t sono molto piu`
grandi delle masse dei quark leggeri e della scala ΛQCD, per cui non c’e` trac-
cia di una simmetria SU(4) o maggiore nello spettro adronico.
La simmetria U(1)A non e` realizzata alla Wigner-Weyl, perche´ (anche in
questo caso), se cos`ı fosse, ogni adrone dovrebbe avere un partner degenere
in massa, ma con parita` opposta: cosa che non si osserva in natura. D’al-
tra parte, se fosse rotta alla Goldstone, ci sarebbe un bosone psudoscalare,
con isospin I = 0 e massa dell’ordine dei pioni. Utilizzando la teoria delle
perturbazioni chirale Weinberg [60] ha mostrato che il nuovo bosone di Gold-
stone Spi (singoletto di SU(3)V ), proveniente dalla rottura di U(1)A sarebbe
mescolato al bosone di Goldstone pi8 con I = 0 proveniente dalla rottura
di SU(3)A. Diagonalizzando la loro matrice di massa quadra si trova che
l’autovalore minore dovrebbe essere inferiore a
√
3mpi (questa disuguaglianza
e` nota come ‘‘limite di Weinberg ’’ ). Tra gli adroni conosciuti, i soli candi-
dati con i numeri quantici corretti (I = 0) sono η(549) e η′(958). Entrambi
violano il limite di Weinberg. Questo e` il cosiddetto problema U(1): dov’e`
il bosone di Goldstone associato alla rottura del gruppo U(1)A ? Perche´ la
particella η′ ha una massa molto piu` grande di quella dei mesoni dell’ottetto?
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1.3 Soluzione del problema U(1)
1.3.1 Anomalia assiale e soluzione di ’t Hooft
’t Hooft [28, 29] risolse il problema U(1) notando che la U(1)A non e` una
simmetria della teoria a livello quantistico a causa della presenza di effetti
istantonici. La corrente U(1) assiale J
(L)
5,µ =
∑L
i=1 q¯iγµγ5qi non e` conservata
a causa dell’anomalia quantistica di Adler-Bell-Jackiw (ABJ) [1, 5]. Infatti
nel limite chirale (i.e. supmi → 0) abbiamo:
∂µJ
(L)
5,µ = 2LQ(x) (1.18)
dove:
Q(x) =
g2
64pi2
²µνρσF aµνF
a
ρσ (1.19)
e` la densita` di carica topologica.
E` noto che la densita` di carica topologica e` la quadridivergenza di una
corrente Kµ
5:
Kµ =
g2
16pi2
²µνρσAαa
(
∂βAγa +
1
3
gfabcA
β
bA
γ
c
)
(1.20)
L’integrale di Q(x) su tutto lo spazio-tempo e` chiamato carica topologica.
Possiamo pertanto definire una corrente conservata ma non gauge invariante:
J˜
(L)
5,µ = J
(L)
5,µ − 2LKµ (1.21)
La corrispondente carica Q˜
(L)
5 ≡
∫
dxJ˜
(L)
5,0 puo` essere assunta come il gene-
ratore della simmetria U(1)A, ma nel caso non abeliano
6 non ha significato
fisico, in quanto non e` invariante di gauge. Inoltre, Q
(L)
5 ≡
∫
dxJ
(L)
5,0 non
e` conservata, a causa della presenza di istantoni [4]. Per vederlo, si puo`
5Si vedano, ad esempio, le referenze [8, 31].
6Nel caso abeliano Q˜(L)5 e` invariante di gauge, a causa dell’assenza della carica
topologica.
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integrare l’equazione (1.18) sul quattro-spazio Euclideo. Si ottiene:
∫ +∞
−∞
dt
dQ
(L)
5
dt
= 2Lq[F ], (1.22)
dove:
q[F ] =
g2
64pi2
∫
d4xεµνρσF
a
µνF
a
ρσ (1.23)
e` la carica topologica. Per F aµν corrispondente ad un istantone, q[F ] = 1 (si
vedano le Ref. [28, 29]). In questo caso il valore ai bordi di Q
(L)
5 nel tempo
Euclideo differisce di:
∆Q
(L)
5 = 2Lq[F ] (1.24)
Percio`, a livello quantistico, U(1)A non e` una simmetria della teoria e proprio
per questo non si puo` applicare il teorema di Goldstone.
’t Hooft ha cos`ı risolto il problema U(1) mostrando che di fatto non e` un
problema, ma ha lasciato aperte alcune questioni, tra cui la ragione della
grande differenza di massa tra l’η′ e gli altri mesoni pseudoscalari. Una
soluzione di questi problemi e` stata proposta da Witten [62] e Veneziano [58]
(ed e` pertanto nota come ‘‘meccanismo di Witten-Veneziano’’ ) nell’ambito
della cosiddetta ‘‘espansione a grandi N ’’ (o ‘‘espansione 1/N’’).
1.3.2 Espansione 1/N
La teoria che vorremmo comprendere - la teoria di gauge SU(3) con masse
dei quark molto piccole o zero - non ha ovvi parametri liberi che possono
essere usati come parametri per uno sviluppo in serie. Come e` stato notato
da ’t Hooft in [26, 27] nella QCD e` pero` presente un candidato ‘‘nascosto’’,
che puo` giocare il ruolo di parametro per uno sviluppo in serie.
’t Hooft sugger`ı che si puo` generalizzare la QCD da tre colori ed un gruppo di
gauge SU(3) ad N colori con un gruppo di gauge SU(N). La speranza e` che
sia possibile risolvere la teoria per grandi N , e che N = 3 sia qualitativamente
o al piu` semi-quantitativamente vicino al limite di grandi N. 7
7Per una trattazione chiara ed esaustiva dell’espansione a grandi N si veda, ad esempio,
la Ref. [61].
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Per grandi N ci sono molti colori e percio` molti stati intermedi nei diagrammi
di Feynman, cos`ı la somma sugli stati intermedi da` origine a grossi fattori
combinatori. Questi fattori combinatori sono responsabili della particolare
natura del limite a grandi N .
Per garantire che la scala ΛQCD abbia un limite finito per N →∞, ricor-
dando le Eq. (1.7) e (1.8), dobbiamo scegliere la costante di accoppiamento
come g = g0/
√
N , dove g0 e` fissa al variare di N .
Un diagramma di Feynman, per avere un valore diverso da zero, nel
limite N → ∞, deve avere un fattore combinatorio grande abbastanza da
compensare i fattori g ∼ 1/√N dei vertici. La classe dei diagrammi che non
ha limite nullo e` quella dei ‘‘diagrammi planari ’’, cioe` quelli che si possono
disegnare su un piano senza incroci. Inoltre i grafici contenenti loop di quark
sono soppressi nel limite di grandi N .
Piu` precisamente abbiamo le seguenti regole di selezione:
1. I diagrammi non planari sono soppressi da un fattore 1/N2 per ogni
incrocio.
2. Loop interni di quark sono soppressi da un fattore 1/N .
Dunque il contributo dominante per grandi N e` dato dalla somma dei dia-
grammi planari con un numero minimo di loop di quark. E` necessario fare
un’importante assunzione [61]. Come spiegato nella sezione 1.1, la QCD
e`, apparentemente, una teoria confinata per N = 3. Noi assumeremo che
il confinamento sia presente anche per grandi N . Sotto questa assunzio-
ne e` possibile mostrare che la teoria a grandi N ha le seguenti interessanti
proprieta`:
• I mesoni per grandi N sono liberi, stabili e non interagenti. Le masse
dei mesoni hanno un limite finito per grandi N e il numero di stati
mesonici e` infinito.
• L’ampiezza di decadimento di un mesone in due mesoni e` dell’ordine
di 1/
√
N ; l’ampiezza di scattering di due mesoni in due mesoni e l’am-
piezza di decadimento di un mesone in tre mesoni sono dell’ordine di
1/N .
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• La regola di Okubo, Zweig e Iizuka (OZI) 8 e` esatta per grandi N .
1.3.3 Meccanismo di Witten - Veneziano
Witten [62] riconsidera il problema U(1) dal punto di vista dell’espansione
1/N . Nel limite di grandi N la densita` di carica topologica Q(x) puo` essere
scritta come
Q(x) =
g20
64pi2N2
²µνρσF aµνF
a
ρσ. (1.25)
Si nota immediatamente che Q(x) e` di ordine O(1/N), percio` l’anomalia va
a zero nel limite di grandi N . Questo e` chiaro se si ricorda che l’anomalia
proviene da un diagramma con un loop fermionico (il diagramma triangolare
dell’anomalia) e percio` soppresso di un fattore 1/N .
Quindi, nel limite chirale, U(1)A diventa una simmetria della teoria per N →
∞ e la sua rottura spontanea genera un bosone di Goldstone a massa zero.
Descriviamo ora il meccanismo di Witten per dare massa a questo bosone di
Goldstone (che non e` altro che la particella η′). Consideriamo la trasformata
di Fourier della funzione a due punti della densita` di carica topologica:
χ(k) = −i
∫
d4xeikx〈TQ(x)Q(0)〉. (1.26)
La χ(k) a momento zero e` chiamata suscettivita` topologica:
χ = −i
∫
d4x〈TQ(x)Q(0)〉. (1.27)
χ e` identicamente nulla nella teoria con quark a massa zero. Per dimostrarlo
scriviamo χ nella seguente forma (nel seguito V T =
∫
d4x indica un quadri-
volume infinito):
χ =
1
V T
i
Zθ[η, η¯]
d2Zθ[η, η¯]
dθ2
∣∣∣∣
θ=η=η¯=0
(1.28)
8La regola di OZI e` stata formulata indipendentemente da Okubo, Zweig e Iizuka negli
anni ’60 e afferma che i processi descritti da diagrammi con linee di quark disconnesse
sono soppressi [32, 50, 64]. Nella QCD completa e` stata estrapolata dagli esperimenti ma
non si e` in grado di dimostrarla.
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dove Zθ[η, η¯] e` la funzione di partizione della teoria con il cosiddetto termine
θ (che, nella teoria senza quark, caratterizza differenti θ-mondi che sono
fisicamente distinti):
Zθ[η, η¯] =
∫
[dAµ][dq][dq¯]e
i
∫
d4x[− 1
4
FaµνF
µνa+q¯(iγµDµ−M)q+η¯q+q¯η+θQ(x)] (1.29)
Se la teoria contiene quark a massa nulla (M = 0) la funzione di partizione
Zθ[η, η¯] risulta essere indipendente da θ. Infatti, eseguendo una trasformazio-
ne U(1) chirale globale nelle sorgenti fermioniche, η′ = e−iαγ5η e η¯′ = η¯e−iαγ5 ,
si ottiene l’uguaglianza (vedi la Ref. [15]):
Z0θ [η, η¯] = Z
0
θ+2Lα[η
′, η¯′] (1.30)
dove indichiamo con Z0θ [η, η¯] l’Eq. (1.29) con M=0. Dunque possiamo porre
θ = 0 mediante una trasformazione U(1) chirale globale di parametro α =
−θ/2L sulle sorgenti fermioniche: questa operazione ovviamente non cambia
la fisica, in quanto le funzioni di Green sono valutate nel limite di sorgenti
nulle. In particolare la derivata in (1.28), ovvero la suscettivita` topologica,
e` nulla.
Assumiamo ora (seguendo Witten) che, all’ordine dominante in 1/N , cioe`
in un mondo senza quark, χ(k = 0) sia diverso da zero. Quando vengono
aggiunti quark a massa zero χ(k) deve andare a zero per k → 0 come abbiamo
appena visto. Possiamo riscrivere la χ(k) come:
χ(k) = A0(k) + A1(k) + A2(k) + · · · (1.31)
dove A0 indica l’insieme dei grafici senza loop di quark (cioe` la suscettivita`
topologica per la teoria di Yang-Mills pura); A1 e` la somma di tutti i diagram-
mi con un loop di quark, il terzo con due loop di quark e cos`ı via. Ciascun
loop e` soppresso da un fattore 1/N : A0(k) e` di ordine O(N0), A1(k) e` di
ordine O(1/N), A2(k) e` di ordine O(1/N2), ecc.
Se, come abbiamo assunto prima, A0(k) e` non nullo per k = 0, come puo`
χ(k) annullarsi a k = 0 visto che gli altri termini in χ(k) sono di ordine piu`
basso in 1/N? Per rispondere a questa domanda possiamo riscrivere χ(k)
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in un’altra forma. Siccome χ(k) e` una funzione a due punti di un operatore
pseudoscalare invariante di gauge, essa puo` essere scritta all’ordine piu` basso
in 1/N come una somma dei contributi ad un polo provenienti dagli stati
intermedi mesonici (vedi Ref. [62]), i.e.:
χ(k) = A0(k) +
∑
mesoni
c2n/N
k2 −m2n
(1.32)
dove mn indica la massa dell’n-simo mesone. In questa formula cn/
√
N e`
l’elemento di matrice di Q(0) per creare l’n-simo mesone:
cn/
√
N = 〈0|Q(0)|nsimomesone〉. (1.33)
Per le regole dell’espansione 1/N , sappiamo che i cn sono di ordine O(N0). Il
primo termine, A0(K), nella (1.32), cioe` il termine senza loop di quark, puo`
essere interpretato come dovuto agli stati intermedi di glueball9;Il secondo
termine (la somma sui mesoni) e` il contributo a χ(k) che contiene loop di
quark (i.e. la somma degli Ai con i 6= 0). In realta` nel primo termine
della (1.32) andrebbe aggiunto anche un termine di contatto (si vedano le
appendici dei lavori [62] e [45]) dovuto ad un’ambiguita` nella definizione del
prodotto T-ordinato quando x → 0. Tale termine, pur non influenzando i
conti che seguiranno, risolve un problema di positivita` che si presenta quando
k = 0. Dobbiamo ora spiegare come il secondo termine, che e` soppresso da
un fattore 1/N , possa cancellare il primo. Anche se questa cancellazione e`
impossibile per un generico valore di k , puo` avvenire per k = 0 se esiste un
mesone con una massa quadra di ordine 1/N : questa particella puo` cancellare
il contributo del primo termine, mentre i contributi degli altri mesoni sono
soppressi di un fattore 1/N . Tale mesone ha proprio i numeri quantici della
particella η′: infatti, per poter accoppiare con l’operatore (pseudoscalare)
della densita` di carica topologica, deve essere un singoletto di sapore con
parita` negativa. Per avere la cancellazione di A0 deve essere verificata la
9Le glueball sono stati legati di soli gluoni [62]
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seguente relazione:
c2η′
Nm2η′
= A0(0) (1.34)
Ricordiamo che:
cη′√
N
= 〈0|Q(0)|η′〉 (1.35)
L’elemento di matrice della densita` di carica topologica puo` essere valutato
sfruttando l’equazione dell’anomalia (1.18), da cui otteniamo:
cη′√
N
=
1
2L
〈0|∂µJ (L)5,µ (0)|η′〉. (1.36)
Per uno stato η′ di quadrimpulso p, otteniamo per l’elemento di matrice
a secondo membro della (1.36): 〈0|∂µJ (L)5,µ (0)|η′(~p)〉 = −ipµ〈0|J (L)5,µ (0)|η′(~p)〉;
inoltre abbiamo per definizione:
〈0|J (L)5,µ (0)|η′(~p)〉 = i
√
2LpµFη′ (1.37)
dove Fη′ e` la costante di decadimento del mesone η
′. E´ noto che Fη′ all’ordine
piu` basso in 1/N coincide con la costante di decadimento del pione Fpi [58,62],
che vale circa 93 MeV. Sostituendo nella (1.36) si ottiene:
c2η′
N
=
1
2L
m4η′F
2
pi (1.38)
Sostituendo in (1.34) si ottiene la seguente espressione per la massa dell’η′:
m2η′ =
2LA
F 2pi
(1.39)
dove A ≡ A0(0) indica la suscettivita` topologica di pura Yang-Mills. Dalla
teoria dell’espansione a grandi N sappiamo che Fpi e` di ordine O(
√
N) (si
veda ad esempio la Ref. [61]), mentre A e` di ordine O(1) in N : dall’equazione
(1.39) otteniamo, allora, che m2η′ e` di ordine O(1/N). Questo significa che
la massa dell’η′ si annulla nel limite di grandi N proprio come l’anomalia. A
N =∞ la corrente U(1) e` conservata e deve esserci un bosone di Goldstone
a massa zero: questo e` proprio l’η′. Nel caso di N finito (ma sempre grande)
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l’η′ riceve una massa di ordine 1/N .
Poco dopo il lavoro di Witten, Veneziano ha dimostrato che la soluzione
da questi proposta e` consistente con le identita` di Ward anomale [58]. Nel suo
lavoro Veneziano utilizza un nuovo tipo di espansione, chiamato espansione
topologica, che si ottiene prendendo il limite N, L→∞, con rapporto fissato
e con un valore g2N fissato. Inoltre generalizza la formula (1.39) per L = 3
nel caso di masse dei quark non nulle, ottenendo la seguente interessante
relazione che lega le masse dei mesoni η′, η e K:
m2η′ +m
2
η − 2m2K =
6A
F 2pi
. (1.40)
Questa formula (come anche la (1.39), valida nel limite chirale per L generi-
co) e` nota come ‘‘formula di Witten-Veneziano’’.
La suscettivita` topologica A e` stata determinata attraverso simulazioni Mon-
te Carlo su reticolo (si veda, ad esempio, la Ref. [2]), ottenendo un risultato
in ottimo accordo con la formula di Witten-Veneziano (1.40):
A = (180± 5 MeV)4. (1.41)
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CAPITOLO 2
Il condensato U(1) assiale
2.1 Struttura di fase della QCD a tempera-
tura finita
E` noto che a temperatura nulla la simmetria chirale SU(L)⊗ SU(L) e` rotta
spontaneamente a causa della condensazione di coppie di quark e antiquark.
A temperatura diversa da zero la simmetria viene restaurata sopra una certa
temperatura critica Tch(si veda la Ref. [35]). Il parametro d’ordine per questa
transizione di fase e` il condensato chirale, il valore di aspettazione della coppia
quark-antiquark:
〈q¯q〉 =
L∑
i=1
〈q¯iqi〉 (2.1)
Ci si puo` aspettare che anche la simmetria U(1) sia restaurata al di sopra di
una certa temperatura critica. Questa transizione ha qualcosa a che fare con
l’usuale transizione chirale?
Per rispondere a queste domande dobbiamo introdurre delle nuove quantita`
interessanti per lo studio della struttura di fase della QCD a temperatura
finita. A temperatura finita la suscettivita` topologica puo` essere definita
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formalmente come [45]:
A(T ) = lim
k→0
lim
N→∞
{
−i
∫
d4xeikx〈TQ(x)Q(0)〉T
}
(2.2)
dove 〈O〉T e` il valore di aspettazione di O a temperatura T nella teoria
completa, definito dalla media sull’ensamble di Gibbs come:
〈O〉T ≡ Tr[e
−βHˆO]
Tr[e−βHˆ ]
(2.3)
dove Hˆ e` l’Hamiltoniana e β = 1/kT . Definiamo le seguenti temperature:
• Tch: la temperatura alla quale il condensato chirale 〈q¯q〉 va a zero. La
simmetria chirale SU(L)⊗ SU(L) e` spontaneamente rotta sotto Tch e
restaurata sopra Tch.
• TU(1): la temperatura sopra la quale anche la simmetria U(1) assiale e`
ristabilita (nel limite chirale).
• Tχ: la temperatura alla quale la suscettivita` topologica di pura gauge
A va a zero.
Poiche´ un valore non nullo di A(T ) comporta la rottura della simmetria U(1)A
(mediante il meccanismo di Witten-Veneziano descritto nel capitolo prece-
dente), abbiamo che Tχ ≤ TU(1). Inoltre se il condensato chirale e` diverso
da zero allora anche la simmetria U(1)A e` rotta (infatti, come mostreremo
nella sezione 2.2, il condensato chirale e` un parametro d’ordine anche per
la simmetria U(1) assiale): quindi deve essere TU(1) ≥ Tch.
Uno scenario in cui [41,42,44]
Tch ≤ Tχ ≤ TU(1) (2.4)
appare consistente sia con i dati su reticolo della suscettivita` topologica [2,10],
sia con il comportamento osservato su reticolo [6] delle suscettivita` chirali
costruite per i seguenti canali mesonici (per semplicita` consideriamo il caso
L = 2 [57]): σ, δ, pi, η′. Il primo e` il canale scalare con isospin I = 0 ed e`
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interpolato dall’operatore Oσ = q¯q; il secondo e` il canale scalare con I = 1
ed e` interpolato da ~Oδ = q¯
~τ
2
q, il terzo e` il canale pseudoscalare con I = 1,
interpolato dall’operatore ~Opi = iq¯γ5τ/2q, l’ultimo e` il canale pseudoscalare
con I = 0 con operatore interpolante Oη′ = iq¯γ5q. Per ogni canale f possiamo
costruire la corrispondente suscettivita` chirale:
χf =
∫
d4x〈Of (x)O†f (x)〉 (2.5)
I canali (pi, δ) sono mescolati da una trasformazione SU(2)A: percio` il restau-
rarsi della simmetria a Tch richiede due identici correlatori per questi canali.
Anche i canali (δ, η′) risultano mescolati sotto SU(2)A. Allo stesso modo
sotto una trasformazione U(1)A vengono mescolati i canali (σ, η
′), nonche´
(δ, pi). Possiamo quindi definire due parametri d’ordine, e.g.:
χSU(2)⊗SU(2) ≡ χσ − χpi , χU(1) ≡ χδ − χpi. (2.6)
Se un parametro d’ordine e` diverso da zero, la simmetria corrispondente e`
spontaneamente rotta. Simulazioni su reticolo mostrano che la simmetria
U(1)A e` rotta almeno fino a temperature che sono circa 1.2Tch [6]
Assumendo che la simmetria U(1) chirale sia rotta in modo indipendente da
quella SU(L) ⊗ SU(L), e` naturale introdurre un nuovo parametro d’ordi-
ne nella forma del valore di aspettazione sul vuoto di un operatore locale,
invariante sotto SU(L) ⊗ SU(L), ma non sotto U(1)A. Discuteremo nella
prossima sezione la forma esplicita di questo nuovo parametro d’ordine.
2.2 Il parametro d’ordine chirale U(1)
Assumiamo che la simmetria U(1) assiale sia rotta indipendentemente dal-
la simmetria SU(L) ⊗ SU(L). Il parametro d’ordine 〈q¯q〉 e` un parametro
d’ordine sia per SU(L) ⊗ SU(L) che per U(1)A. Infatti, se facciamo una
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trasformazione U(1)A
q → e−iαγ5q i.e. :
qL → e−iαqL, qR → eiαqR, (2.7)
il condensato chirale trasforma come:
U(1)A : 〈q¯q〉 → e2iα〈q¯LqR〉+ e−2iα〈q¯RqL〉. (2.8)
Se prendiamo α = pi/2 otteniamo che 〈q¯q〉 → −〈q¯q〉: percio` se il condensato
chirale e` diverso da zero la simmetria U(1)A non puo` essere realizzata alla
Wigner-Weyl. Dobbiamo trovare un’altra quantita` che sia un parametro
d’ordine solo per la simmetria U(1)A. La quantita` piu` semplice di questo tipo
fu trovata da ’t Hooft nel 1976 [28, 29] studiando una Lagrangiana efficace
per i quark nel campo di un istantone. Per una teoria con L quark leggeri
essa e` un’interazione a 2L fermioni:
L (L)U(1) ∼ detst
[
q¯s
(
1 + γ5
2
)
qt
]
+ h.c. = det
st
(q¯sRqtL) + det
st
(q¯sLqtR) (2.9)
dove s, t = 1, · · · , L sono indici di sapore, mentre gli indici di colore sono orga-
nizzati in modo piu` generale (vedi sotto). Siccome sotto una trasformazione
chirale U(L)⊗ U(L) i campi dei quark trasformano come:
qL → VLqL , qR → VRqR (2.10)
dove VL e VR sono arbitrarie matrici unitarie L × L, deriviamo immediata-
mente le proprieta` di trasformazione di L (L)U(1) sotto U(L)⊗ U(L):
L (L)U(1) → det(VL) det(VR)∗ detst (q¯sRqtL) + h.c. (2.11)
Questo significa cheL (L)U(1) e` invariante sotto SU(L)⊗SU(L)⊗U(1)V , mentre
non e` invariante sotto U(1)A:
U(1)A : L
(L)
U(1) → e−2iLαdetst(q¯sRqtL) + h.c. (2.12)
24
2.2. Il parametro d’ordine chirale U(1)
dove α e` il parametro della trasformazione U(1)A (2.7).
2.2.1 Il condensato chirale U(1) per L = 2
Consideriamo il caso piu` semplice: il parametro d’ordine per due flavour
(L = 2), ma con un generico gruppo di colore SU(N) [44,46]. Non e` difficile
verificare (usando le relazioni di Fierz per gli spinori e i generatori di SU(N))
che l’operatore locale piu` generale (senza derivate) che sia un singoletto di
colore, hermitiano, P-invariante e con le corrette proprieta` di trasformazioni
chirali e`:
L (L=2)U(1) (α0, β0) = F
ac
bd (α0, β0)²
st
(
q¯a1Rq
b
sL · q¯c2RqdtL + q¯a1LqbsR · q¯c2LqdtR
)
(2.13)
dove:
F acbd (α0, β0) = α0δ
a
b δ
c
d + β0δ
a
dδ
c
b (2.14)
con α0 e β0 sono parametri reali arbitrari; a, b, c, d = 1, · · · , N sono indici
di colore; s e t sono gli indici di flavour e ²st = −²ts, ²12 = 1. Nella (2.13)
gli indici di Dirac sono contratti tra il primo e il secondo campo fermionico
e anche tra il terzo e quarto. Con la scelta α0 = N e β0 = −1, il nostro
operatore diventa esattamente uguale (a meno di una costante moltiplicativa)
alla Lagrangiana efficace trovata da ’t Hooft in [29] per descrivere i quark nel
campo di un istantone.
Per ottenere un parametro d’ordine per la simmetria U(1)A basta prendere
il valore di aspettazione sul vuoto dell’operatore L (L=2)U(1) (α0, β0):
C
(L=2)
U(1) (α0, β0) ≡ 〈L (L=2)U(1) (α0, β0)〉 (2.15)
Come notato da Shifman, Vainshtein e Zakharov in [56], un elemento di
matrice della forma 〈q¯Γ1q · q¯Γ2q〉 (come il parametro d’ordine che abbia-
mo appena trovato) ha un grande contributo proporzionale al quadrato del
valore di aspettazione sul vuoto (v.e.v.) di q¯q. Questo contributo, che si
ottiene semplicemente inserendo il vuoto come stato intermedio in tutti i ca-
nali e trascurando i contributi di tutti gli altri stati, non e` altro che la parte
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disconnessa dell’elemento di matrice originale e risulta uguale a:
〈q¯Γ1q · q¯Γ2q〉disc = 1
G2
[(Tr Γ1 · TrΓ2)− Tr(Γ1Γ2)] 〈q¯q〉2 (2.16)
dove il fattore di normalizzazione G e` definito come:
〈q¯AqB〉 = δAB
G
〈q¯q〉 (2.17)
e con A, B indichiamo indici collettivi per spin, colore e flavour. Per L = 2
G = 8N . (Per un generico L: G = 4× L×N).
Considerando l’operatore L (L=2)U(1) (α0, β0), si ottiene per la parte disconnessa:
〈L (L=2)U(1) (α0, β0)〉disc =
1
16N
[N(2α0 + β0) + (α0 + 2β0)]〈q¯q〉2 (2.18)
Dall’ultima equazione vediamo immediatamente che la parte disconnessa del
nuovo condensato si annulla con la seguente scelta del rapporto dei coefficienti
α0 e β0:
β0
α0
= −2N + 1
N + 2
(2.19)
In altre parole il condensato (2.15), con i parametri α0 e β0 che soddisfano
la (2.19), non riceve contributo dal condensato chirale 〈q¯q〉.
Riassumendo, una buona scelta per il condensato chirale U(1), che sia real-
mente indipendente dal condensato chirale usuale 〈q¯q〉 e` la seguente:
C
(L=2)
U(1) =
〈(
δab δ
c
d −
2N + 1
N + 2
δadδ
c
b
)
²st(q¯a1Rq
b
sL · q¯c2RqdtL + q¯a1LqbsR · q¯c2LqdtR)
〉
(2.20)
Si noti che il condensato C
(L=2)
U(1) appena definito risulta essere di ordine
O(g2N2) = O(N) nell’espansione di grandi N . (Si puo` giungere allo stesso
risultato semplicemente richiedendo che le identita` di Ward rimangano vali-
de anche dopo l’aggiunta del nuovo condensato [43].) Nel caso particolare di
N = 3 (il caso di interesse fisico) il nuovo condensato diventa:
C
(L=2)
U(1) =
〈(
δab δ
c
d −
7
5
δadδ
c
b
)
²st(q¯a1Rq
b
sL · q¯c2RqdtL + q¯a1LqbsR · q¯c2LqdtR)
〉
(2.21)
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2.2.2 Il condensato chirale U(1) per L = 3
Scriveremo ora esplicitamente il parametro d’ordine per il caso di mag-
gior interesse fisico, cioe` il caso di L = 3 quark leggeri. In questo caso
cerchiamo un operatore a sei fermioni L (L=3)U(1) locale (senza derivate), P-
invariante, singoletto di colore e con le corrette proprieta` di trasformazioni
chirali. Analogamente al caso L = 2 [v. Eq. (2.13)] esso si puo` ridurre alla
forma:
L (L=3)U(1) = F
a1a2a3
b1b2b3
²ijk
(
q¯ a11R q
b1
iL · q¯ a22R qb2jL · q¯ a33R qb3kL
)
+ h.c. (2.22)
dove a1, a2, a3, b1, b2, b3 = 1, 2, · · ·N sono indici di colore, i, j, k = 1, 2, 3 sono
indici di flavour e F a1a2a3b1b2b3 e` un tensore di colore avente la forma :
F a1a2a3b1b2b3 = α1δ
a1
b1
δa2b2 δ
a3
b3
+ α2δ
a1
b2
δa2b3 δ
a3
b1
+ α3δ
a1
b3
δa2b1 δ
a3
b2
+
+β1δ
a1
b2
δa2b1 δ
a3
b3
+ β2δ
a1
b1
δa2b3 δ
a3
b2
+ β3δ
a1
b3
δa2b2 δ
a3
b1
, (2.23)
dove α1, α2, α3, β1, β2, β3 sono parametri reali. E´ facile vedere che questa
e` la forma piu` generale che rende l’operatore L (L=3)U(1) in Eq. (2.22) invariante
sotto il gruppo SU(N) di colore. Consideriamo, per esempio, gli operatori
invarianti sotto il gruppo SU(N) di colore che si ottengono prendendo nella
(2.22) i seguenti tensori di colore:
(F1)
a1a2a2
b1b2b3
=(T a)a1b1(T
a)a2b2δa3b3
(F2)
a1a2a2
b1b2b3
=εa1a2a3εb1b2b3
(F3)
a1a2a2
b1b2b3
=(T a)a1b1(T
b)a2b2(T
c)a3b3f
abc
(F4)
a1a2a2
b1b2b3
=(T a)a1b1(T
b)a2b2(T
c)a3b3d
abc, (2.24)
dove fabc sono le solite costanti di struttura di SU(N) (completamente anti-
simmetriche) definite da:
[T a, T b] = ifabcT c, (2.25)
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mentre dabc e` il tensore completamente simmetrico definito da:
{T a, T b} = 1
N
δab + dabcT c (2.26)
Utilizzando la relazione di completezza per i generatori di SU(N):
(T a)a1b1(T
a)a2b2 =
1
2
(
δa1b2δb1a2 −
1
N
δa1b1δa2b2
)
(2.27)
e l’espressione per il prodotto di due tensori di Levi-Civita completamente
antisimmetrici ²a1a2a3 :
²a1a2a3²b1b2b3 =δa1b1 (δa2b2δa3b3 − δa2b3δa3b2)− δa1b2 (δa2b1δa3b3 − δa2b3δa3b1)+
+ δa1b3 (δa2b1δa3b2 − δa2b2δa3b1) (2.28)
F1 ed F2 si riducono immediatamente alla forma generale (2.23). Per quanto
riguarda F3, esso si riduce alla (2.23) utilizzando la (2.25) e la (2.27). Infatti:
T aa1b1T
b
a2b2
T ca3b3f
abc = iT aa1b1T
b
a2b2
[
T ba3pT
a
pb3
− T aa3T bpb3
]
=
=
i
4
(
δa1b3δb1p −
1
N
δa1b1δpb3
)(
δa2b2δb2a3 −
1
N
δa2b2δa3p
)
− i
4
(
δa1pδb1a2 −
1
N
δa1b1δa3p
)(
δa2b3δb2p −
1
N
δa2b2δpb3
)
=
i
4
(
δa1b3δb1a2δb2a3 −
1
N
δa1b1δb3a2δb2a3 −
1
N
δa1b3δa2b2δb1a3 +
1
N2
δa1b1δa2b2δa3b3
)
+
−i
4
(
δb1a3δa1b2δa2b3 −
1
N
δa1b1δa3b2δa2b3 −
1
N
δa2b2δb3a1δb1a3 +
1
N2
δa1b1δa2b2δa3b3
)
=
=
i
4
(δa1b3δb1a2δb2a3 − δb1a3δa1b2δa2b3) ,
che e` della forma (2.23). Analogamente, usando la (2.26) e la (2.27) si riduce
anche F4 alla forma (2.23).
Tuttavia, a differenza del caso L = 2, l’operatore L (L=3)U(1) in Eq. (2.22) con
F a1a2a3b1b2b3 dato dalla (2.23), non e` in generale invariante sotto SU(3)⊗ SU(3).
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Se eseguiamo una trasformazione SU(3)⊗ SU(3), l’operatore L (L=3)U(1) va in:
L (L=3)U(1)
′
= F a1a2a3b1b2b3 ²
ijk
(
q¯ a1e1R(U
†
R)e11(UL)im1 q
b1
m1L
· q¯ a2e2R(U †R)e22(UL)jm2
qb2m2L · q¯ a3e3R(U †)e33(UL)km3 qb3m3L
)
=
= det(UL)︸ ︷︷ ︸
=1
F a1a2a3b1b2b3 ²
m1m2m3
∑
{e1,e2,e3}∈P{1,2,3}
(
q¯ a1e1R(U
†
R)e11 q
b1
m1L
·q¯ a2e2R(U †R)e22qb2m2L · q¯ a3e3R(U †)e33 qb3m3L
)
=
= F a1a2a3b1b2b3 ²
m1m2m3
∑
{e1,e2,e3}∈P{1,2,3}
(U †R)e11(U
†
R)e22(U
†
R)e33(
q¯ ai1R q
bi
miL
· q¯ aj2R qbjmjL · q¯ ak3R qbkmkL
)
, (2.29)
dove le somme sono estese su tutte le permutazioni di {1, 2, 3} e {mi,mj,mk}
si ottiene da {m1,m2,m3} attraverso la stessa permutazione Pe che manda
{e1, e2, e3} in {1, 2, 3}; lo stesso vale per {ai, aj, ak} e {bi, bj, bk}. Chiamiamo
‘‘Pe’’ questa particolare permutazione:
Pe{e1, e2, e3} = {1, 2, 3}
Pe{a1, a2, a3} = {ai, aj, ak}
Pe{b1, b2, b3} = {bi, bj, bk}
Pe{m1,m2,m3} = {mi,mj,mk}. (2.30)
Notiamo che e` verificata la seguente relazione:
²m1m2m3 = ²mimjmk²e1e2e3 (2.31)
e quindi possiamo scrivere (portando F a1a2a3b1b2b3 ²
m1m2m3 dentro la sommatoria
sulle permutazioni di {e1, e2, e3}):
L (L=3)U(1)
′
=
∑
Pe
²e1e2e3(U
†
R)e11(U
†
R)e22(U
†
R)e33
F a1a2a3b1b2b3 ²mimjmk(q¯
ai
1R q
bi
miL
· q¯ aj2R qbjmjL · q¯ ak3R qbkmkL) (2.32)
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Pertanto, se il tensore F verifica la seguente proprieta`:
F a1a2a3b1b2b3 = F
aiajak
bibjbk
, ∀ perm. Pe, (2.33)
allora possiamo scrivere che:
L (L=3)U(1)
′
= L (L=3)U(1)
∑
Pe
²e1e2e3(U †R)e11(U
†
R)e22(U
†
R)e33 = L
(L=3)
U(1) det(U
†
R) = L
(L=3)
U(1)
(2.34)
Cioe`, riassumendo, se il tensore di colore F verifica la proprieta` (2.33), l’o-
peratore L (L=3)U(1) e` invariante sotto SU(3)⊗ SU(3).
Imponendo che l’operatore (2.23) verifichi la proprieta` (2.33), otteniamo i
seguenti vincoli sui coefficienti:
α2 = α3, β1 = β2 = β3. (2.35)
Il tensore di colore F ha percio` la forma seguente:
F a1a2a3b1b2b3 = α1δ
a1
b1
δa2b2 δ
a3
b3
+ α2(δ
a1
b2
δa2b3 δ
a3
b1
+ δa1b3 δ
a2
b1
δa3b2 )+
+β1(δ
a1
b2
δa2b1 δ
a3
b3
+ δa1b1 δ
a2
b3
δa3b2 + δ
a1
b3
δa2b2 δ
a3
b1
) (2.36)
e dipende da tre parametri reali: α1, α2 e β1.
Calcoliamo il valore di aspettazione sul vuoto dell’operatoreL (L=3)U(1) . Esso
ha la seguente forma:
〈L (L=3)U(1) 〉 =
1
8
F a1a2a3b1b2b3 ²
n1n2n3〈q¯Γ1q · q¯Γ2q · q¯Γ3q〉+ c.c. =
=
1
8
F a1a2a3b1b2b3 ²
n1n2n3(Γ1)AB(Γ2)CD(Γ3)EF 〈q¯AqB · q¯CqD · q¯EqF 〉+ c.c. (2.37)
Dove [v. l’Eq. (2.23)]:
(Γ1)AB = (Γ1)
α1β1
m1n1
= (1 + γ5)⊗ (δm11δn1i)⊗ (δa1α1δb1β1), (2.38)
dove α1, β1 sono indici di colore e m1, n1 indici di flavour. Γ2 e Γ3 so-
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no definiti in modo analogo. Come nel caso dell’operatore a due fermioni
(trattato nella sezione 2.2.1), anche il condensato (2.37) ha in generale un
grande contributo originato dal condensato chirale 〈q¯q〉. In particolare pos-
siamo scrivere il valore di aspettazione sul vuoto dell’operatore L (L=3)U(1) come
somma di una parte connessa (che non dipende dal condensato chirale 〈q¯q〉)
e di una parte disconnessa:
〈L (L=3)U(1) 〉 = 〈L (L=3)U(1) 〉conn. + 〈L (L=3)U(1) 〉disc. = 〈L (L=3)U(1) 〉conn.+
+
1
8
F a1a2a3b1b2b3 ²
n1n2n3(Γ1)AB(Γ2)CD(Γ3)EF 〈q¯AqB · q¯CqD · q¯EqF 〉disc. + c.c. (2.39)
dove la parte disconnessa del valore di aspettazione sul vuoto dell’operatore
a sei fermioni ha la seguente forma:
〈q¯AqB · q¯CqD · q¯EqF 〉disc. =
+ 〈q¯AqB〉〈q¯CqD · q¯EqF 〉conn. + 〈q¯CqD〉〈q¯AqB · q¯EqF 〉conn. + 〈q¯EqF 〉〈q¯AqB · q¯CqD〉conn.
− 〈q¯AqD〉〈q¯CqB · q¯EqF 〉conn. + 〈q¯AqF 〉〈q¯CqB · q¯EqD〉conn. − 〈q¯CqB〉〈q¯AqD · q¯EqF 〉conn.
+ 〈q¯EqB〉〈q¯AqD · q¯CqF 〉conn. − 〈q¯AqF 〉〈q¯AqB · q¯EψD〉conn. + 〈q¯EqD〉〈q¯AqB · q¯CqF 〉conn.
+ 〈q¯AqB〉〈q¯CqD〉〈q¯EqF 〉 − 〈q¯AqB〉〈q¯CqF 〉〈q¯EqD〉 − 〈q¯AqD〉〈q¯CqB〉〈q¯EqF 〉
+ 〈q¯AqD〉〈q¯CqF 〉〈q¯EqB〉+ 〈q¯AqF 〉〈q¯CqB〉〈q¯EqD〉 − 〈q¯AqF 〉〈q¯CqD〉〈q¯EqB〉
(2.40)
Ricordando l’equazione (2.17), notiamo che la parte disconnessa del valore
di aspettazione sul vuoto dell’operatore L (L=3)U(1) si puo` scrivere come:
〈L (L=3)U(1) 〉disc = A1〈q¯q〉+ A3〈q¯q〉3, (2.41)
dove il secondo termine (A3〈q¯q〉3) e` la parte completamente disconnessa pro-
veniente dagli ultimi sei termini della Eq. (2.40), mentre il primo termine
e` la parte disconnessa (ma non completamente disconnessa) proveniente dai
primi nove termini della Eq. (2.40).
Per ottenere un parametro d’ordine davvero nuovo, cioe` indipendente dal
condensato chirale, non e` sufficiente imporre, come nel caso L = 2, che la
parte disconnessa si annulli, ma dobbiamo imporre che si annullino separa-
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tamente entrambi i termini della (2.41). Infatti, il primo termine della (2.41)
e` di ordine O(N2) nell’espansione a grandi N , mentre il secondo termine e`
di ordine O(N3); se vogliamo che la parte disconnessa sia nulla per ogni N
dobbiamo necessariamente avere A1 = 0 e A3 = 0.
Abbiamo percio` due condizioni indipendenti sui tre parametri del nuovo con-
densato, che, percio`, rimane univocamente determinato a meno di una co-
stante moltiplicativa.
Si noti che (in accordo con quanto trovato con argomenti generali nelle
Ref. [43,44]) il nuovo condensato, cos`ı determinato, e` di ordine O(N), come
si puo` vedere analizzando i grafici completamente connessi che contribuisco-
no a 〈L (L=3)U(1) 〉 ed utilizzando le regole dell’espansione 1/N .
Vediamo, a questo punto, la forma esplicita della parte completamente di-
sconnessa. Utilizzando la formula (2.17) otteniamo:
A3 =
1
4G3
F a1a2a3b1b2b3 ²
n1n2n3 [Tr Γ1TrΓ2TrΓ3 − TrΓ1Tr(Γ2Γ3)−
− Tr(Γ1Γ3) Tr Γ2 + Tr(Γ1Γ2Γ3) + Tr(Γ1Γ3Γ2)] (2.42)
dove il fattore di normalizzazione in questo caso (i.e. per L = 3) e` G =
4× 3×N = 12N . Se utilizziamo la forma esplicita (2.38) per le matrici Γi e
la (2.36) per il tensore F otteniamo:
A3 =
1
4(12N)3
[α1N(64N
2 + 96N + 32) + α2N(96N
2 + 288N + 192)+
+ βN(32N2 + 192N + 160)]. (2.43)
Si noti che con A3 dato dalla (2.43), A3〈q¯q〉3 e` giustamente di ordine O(N3)
nell’espansione a grandi N (essendo 〈q¯q〉 = O(N)).
Se imponiamo l’annullarsi della (2.43), come discusso precedentemente, ot-
teniamo una condizione sui parametri α1, α2, β1 dell’operatore L
(L=3)
U(1) .
Utilizzando la relazione (2.17) e la forma esplicita delle matrici Γi (2.38),
possiamo scrivere A1 (i.e., il coefficiente della parte disconnessa, ma non
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completamente disconnessa) come:
A1 =
1
24N
ε1jkδa1b1F a1a2a3b1b2b3 〈q¯a2R2qb2Lj q¯a3R3qb3Lk〉conn. + · · · (2.44)
La somma e` estesa ai primi nove termini della (2.40).
Imponendo A1 = 0 otteniamo la seconda condizione su 〈L (L=3)U(1) 〉, che ci
permette di determinare univocamente il nuovo condensato (a meno di una
costante moltiplicativa).
Osserviamo anche che la condizione A1 = 0 equivale a imporre l’indipendenza
del nuovo condensato a sei fermioni 〈L (L=3)U(1) 〉 non solo dal condensato chirale
〈q¯q〉, ma anche da eventuali condensati chirali a quattro fermioni del tipo
〈q¯qq¯q〉. In questa tesi ci occuperemo solo degli effetti del nuovo condensato
U(1) assiale a sei fermioni. Va detto che, recentemente, operatori a quattro
fermioni (che potrebbero essere associati ai condensati a quattro fermioni
citati sopra) sono stati utilizzati nello studio dei mesoni scalari, che sono mo-
dellizzati come stati a quattro quark (due quark e due antiquark), chiamati
in letteratura ‘‘tetraquark ’’ o ‘‘stati legati di diquark-antidiquark ’’ [14,20,30].
Per costruire il nuovo condensato nel caso di L generico, si puo` procedere
in modo analogo a quanto fatto per L = 2 e L = 3. Nel caso generico ci
sono L parametri reali liberi nel tensore di colore F e si ottengono L − 1
condizioni dall’annullarsi delle parti disconnesse di diverso ordine in 1/N
(da O(N2) a O(NL)). Come nel caso precedente si ottiene un condensato
univocamente determinato (a meno di una costante moltiplicativa) e di ordine
N nell’espansione di grandi O(N).
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CAPITOLO 3
Lagrangiane chirali efficaci a grandi N
In questo capitolo vogliamo introdurre il formalismo delle Lagrangiane chirali
efficaci e in particolare descrivere la Lagrangiana utilizzata in questa tesi. Co-
me detto nell’Introduzione, anche se conosciamo esattamente la Lagrangiana
della QCD, non siamo in grado di risolvere la teoria, ne´ utilizzando l’espan-
sione perturbativa, ne´ tanto meno esattamente. L’espansione perturbativa e`
applicabile in QCD solo ad alte energie, dove la costante di accoppiamento
‘‘running” e` piccola; a basse energie, viceversa, la costante di accoppiamento
diventa grande e non possiamo percio` usare la teoria perturbativa: in questo
caso, come anticipato nell’Introduzione, dobbiamo fare uso di metodi essen-
zialmente non perturbativi per poter descrivere la dinamica delle particelle
realmente osservate. Queste non sono i quark e i gluoni, bens`ı loro stati le-
gati singoletti di colore: gli adroni. Un metodo molto potente per descrivere
la dinamica degli adroni a basse energie e` quello delle Lagrangiane chirali
efficaci [19, 37,39,59].
Una Lagrangiana chirale efficace e` un modello fenomenologico, scritto in
termini dei campi adronici in modo da rispettare le proprieta` di simmetria
della Lagrangiana di QCD. In particolare e` possibile costruire [19,37,39] una
Lagrangiana efficace che descriva la dinamica a basse energie dei mesoni pseu-
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doscalari leggeri. La Lagrangiana viene costruita facendo un’espansione nelle
masse degli L quark leggeri e nelle derivate dei campi (siamo interessati al
regime a basse energie, percio` a piccoli momenti). I mesoni leggeri sono iden-
tificati con gli L2−1 bosoni di Goldstone provenienti dalla rottura spontanea
della simmetria chirale SU(L)⊗SU(L) della QCD al sottogruppo vettoriale
SU(L). Per un gruppo G rotto ad H, il bosone di Goldstone ‘‘vive” nello
spazio quoziente (coset) G/H e si trasforma secondo una rappresentazione
non lineare di G1. Nel caso di G = SU(L)V ⊗ SU(L)A rotto a H = SU(L)V
abbiamo che G/H = SU(L); questo permette di rappresentare i bosoni di
Goldstone come una matrice di SU(L).
Tuttavia tale Lagrangiana non descrive l’η′; in altre parole non tiene con-
to della simmetria U(1) assiale che viene rotta dall’anomalia quantistica di
ABJ.
I primi ad includere gli effetti della simmetria U(1) assiale nella Lagrangiana
chirale efficace per descrivere l’η′ (e risolvere il problema U(1) in altro modo)
sono stati Witten, Di Vecchia, Veneziano et al. [12, 54, 63]. La Lagrangiana
da loro proposta descrive il comportamento a basse energie dei mesoni pseu-
doscalari, sia di ottetto che di singoletto (cioe` l’η′) nel limite di grandi N .
Come descritto nel capitolo precedente, in alcuni recenti lavori [41–47] e` stato
analizzato uno scenario in cui un certo condensato a 2L fermioni, parametro
d’ordine per la simmetria U(1), resta diverso da zero attraverso la transizione
chirale a Tch, fino a una certa temperatura TU(1) > Tch. Tale scenario ha im-
portanti conseguenze nel settore dei mesoni pseudoscalari. La dinamica dei
mesoni pseudoscalari, includendo gli effetti dovuti all’anomalia, al condensa-
to chirale 〈q¯q〉 e al nuovo condensato chirale U(1), puo` essere descritta, nel
limite di grande numero N di colori e al primo ordine nelle masse dei quark,
mediante un modello di Lagrangiana chirale efficace, ottenuta modificando
opportunamente quella originariamente derivata da Witten, Di Vecchia, Ve-
neziano et al. [12,54,63] Questo capitolo sara` dedicato ad una descrizione di
questo nuovo modello.
1Per la dimostrazione generale di questo fatto si vedano ad esempio le referenze [37]
e [59].
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3.1 Il modello di Witten, Di Vecchia, Vene-
ziano et al.
La Lagrangiana di Witten, Di Vecchia, Veneziano et al. [12, 54, 63] e` una
generalizzazione dell’usuale modello σ ed e` stata ricavata imponendo che
abbia le corrette proprieta` di simmetria sotto il gruppo di simmetria U(L)⊗
U(L), tenendo conto anche dell’anomalia assiale. Inoltre, nel lavoro originale,
e` stata fatta un’espansione al primo ordine in 1/N , nelle masse dei quark
leggeri e nelle derivate dei campi2.
La Lagrangiana chirale efficace ha la seguente forma:
L (U,U †, Q) = L0(U,U †) +
Bm
2
√
2
Tr[M(U + U †)] +
+
1
2
iQ(x) Tr[lnU − lnU †] + 1
2A
Q2(x) (3.1)
dove
L0 =
1
2
Tr[∂µU∂
µU †]− 1
4
λ2pi Tr[(U
†U − ρpiI)]. (3.2)
I e` la matrice identita` L × L mentre M = diag(m1, · · · ,mL) e` la matrice
di massa dei quark. Il termine proporzionale alla massa dei quark rompe
esplicitamente la simmetria chirale.
Q(x) = g
2
64pi2
²µνρσF aµν(x)F
a
ρσ(x) e` la densita` di carica topologica e A e` un
coefficiente reale positivo il cui valore e` uguale alla suscettivita` topologica
nella teoria di pura gauge:
A = −i
∫
d4x 〈TQ(x)Q(0)〉|YM . (3.3)
Il campo U e` un elemento di SU(L) e in termini dei campi dei quark e` dato,
a meno di un fattore moltiplicativo, da:
Uij ∼ q¯j
(
1 + γ5
2
)
qi = q¯jRqiL (3.4)
2In seguito sono state proposte Lagrangiane valide anche agli ordini successivi in 1/N
[11]. In questa tesi utilizzeremo sempre l’espansione al primo ordine.
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I campi scalari sono ridondanti se vogliamo descrivere la dinamica a basse
energie dei bosoni di Goldstone (che nel nostro caso sono descritti da campi
pseudoscalari). Questi campi possono essere eliminati considerando un mo-
dello σ non lineare, che si ottiene dalla (3.2) nel limite λ2pi →∞ [11, 12]
La Lagrangiana (3.1) puo` essere utilizzata anche a temperatura diversa da
zero [42, 46, 47]. In tal caso tutti i parametri dipendono dalla temperatura.
Il parametro ρpi, in particolare, controlla il comportamento della teoria at-
traverso la transizione chirale (ovvero determina in quale modo e` realizzata
la simmetria SU(L) ⊗ SU(L) al variare della temperatura). Se ρpi > 0 la
simmetria chirale e` spontaneamente rotta: infatti, in questo caso, il minimo
del potenziale nella (3.2) si ha per 〈U〉 6= 0, cioe`, ricordando la (3.4), per
〈q¯q〉 6= 0, che e` il parametro d’ordine per la simmetria chirale (il cosiddetto
‘‘condensato chirale’’). Essendo il condensato chirale diverso da zero, abbia-
mo, in questo caso, che la simmetria SU(L)⊗SU(L) e` spontaneamente rotta
al sottogruppo vettoriale. Se, invece, ρpi < 0, allora 〈U〉 ∼ 〈q¯q〉 = 0 e percio`
si ha invarianza sotto SU(L) ⊗ SU(L). Scegliendo ρpi(T < Tch) = 12F 2pi > 0,
ρpi(T = Tch) = 0 e ρpi(T > Tch) = −12B2pi < 0 abbiamo che per temperature
inferiori alla temperatura critica Tch la simmetria chirale e` spontaneamente
rotta, mentre per temperature superiori e` restaurata.
Facciamo, di seguito, alcune osservazioni su alcune proprieta` importanti del
modello.
Le proprieta` di trasformazione dei campi left e right dei quark sotto una
trasformazione U(L)⊗ U(L) e`:
qL → q′L = VLqL , qR → q′R = VRqR (3.5)
dove VL e VR sono due matrici arbitrarie di U(L). Dalla (3.4) e (3.5) si ricava
immediatamente la proprieta` di trasformazione di U sotto U(L)⊗ U(L):
U → U ′ = VLUV †R (3.6)
Note le proprieta` di trasformazione dei campi U e U †, e` immediato verificare
che L0 e` invariante sotto U(L)⊗ U(L).
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Il termine di massa e` costruito in modo da ‘‘mimare” le proprieta` di tra-
sformazione del termine di massa della Lagrangiana di QCD, scritto nella
forma:
δL (massa)QCD = −q¯RMqL − q¯LM †qR, (3.7)
e quindi si costruisce [19,37] una Lagrangiana efficace che sia invariante sotto
la trasformazione (3.6) effettuata contemporaneamente ad una trasformazio-
ne:
M → VRMV †L . (3.8)
(In altre parole abbiamo promosso M a campo non dinamico, o spurione3),
con proprieta` di trasformazioni non banali sotto SU(L)⊗SU(L).) Il termine
invariante che possiamo costruire con i campi U , U † e M , al primo ordine
nelle masse, senza derivate e` dunque:
δLmassa =
Bm
2
√
2
Tr[MU +M †U †] (3.9)
Il termine di accoppiamento tra il campo U e la densita` di carica topologica
Q e` invariante sotto SU(L) ⊗ SU(L) ⊗ U(1)V , ma trasforma in modo non
banale sotto il gruppo U(1) assiale.
Il campo dei quark q sotto U(1)A trasforma secondo la (2.7). Dunque, in
virtu` della (3.6), sotto una trasformazione U(1)A il campo U trasforma come
U → U ′ = e−2iαU e dunque abbiamo che:
1
2
iQTr[lnU − lnU †]→ 1
2
iQTr[lnU − lnU †] + 2LαQ. (3.10)
Riassumendo, nel limite chirale M = 0, L (U,U †, Q) e` invariante sotto tra-
sformazioni del gruppo SU(L) ⊗ SU(L) ⊗ U(1)V , ma sotto il gruppo U(1)
assiale trasforma nel seguente modo:
L (U,U †, Q)
∣∣
M=0
→ L (U,U †, Q)∣∣
M=0
+ 2LαQ. (3.11)
3Si veda, ad esempio, la Ref. [33].
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La regola di trasformazione (3.11) e` in accordo con la nota proprieta` di
trasformazione del funzionale generatore della QCD sotto una trasformazione
U(1) assiale [12,15].
3.2 La nuova Lagrangiana chirale efficace
La Lagrangiana (3.1) ha come parametro d’ordine chirale il solo condensato
〈q¯q〉; tuttavia, come abbiamo discusso in sezione 2.2, quando esso e` diverso da
zero, sia SU(L)⊗SU(L) che U(1)A sono spontaneamente rotte. Se facciamo
l’assunzione (discussa nel secondo capitolo) che la simmetria U(1) assiale sia
restaurata ad una temperatura TU(1) maggiore della Tch, abbiamo bisogno di
un nuovo parametro d’ordine. Introduciamo un nuovo campo X, associato
al nuovo condensato, da inserire nella Lagrangiana efficace.
Come mostrato in [41,42,44,46] il nuovo campo puo` essere scelto della forma:
X ∼ det
st
[
q¯s
(
1 + γ5
2
)
qt
]
. (3.12)
(a meno di una costante moltiplicativa). La forma (3.12) per il nuovo campo
puo` essere dedotta analizzando le seguenti identita` di Ward per la corrente
U(1) assiale J
(L)
5,µ =
∑L
i=1 q¯iγµγ5qi:∫
d4x〈T∂µJ (L)5,µ (x)iq¯γ5q(0)〉 = 2i〈q¯q〉, (3.13)
nonche´: ∫
d4x〈T∂µJ (L)5,µ (x)O(L)P (0)〉 = 2iL〈L (L)U(1)(0)〉, (3.14)
dove C
(L)
U(1) = 〈L (L)U(1)〉, con L (L)U(1) ∼ detst(q¯sRqtL) + detst(q¯sLqtR), indica
il nuovo parametro d’ordine, definito nella sezione 2.2, mentre O
(L)
U(1) ∼
i[detst(q¯sRqtL) − detst(q¯sLqtR)]. Gli operatori q¯q e iq¯γ5q che entrano nell’i-
dentita` di Ward (3.13) sono essenzialmente uguali (a meno di una costante
moltiplicativa) a TrU + TrU † e i(TrU − TrU †) rispettivamente. Allo stes-
so modo, gli operatori L (L)U(1) e O
(L)
U(1) che entrano nell’identita` di Ward (3.14)
possono essere messi uguali (a meno di una costante moltiplicativa) a X+X†
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e i(X −X†) rispettivamente, dove X e` definito nella (3.12).
Chiaramente X ha le seguenti proprieta` di trasformazione sotto U(L)⊗U(L)
X → X ′ = det(VL) det(VR)∗X (3.15)
cioe` X e` invariante sotto SU(L) ⊗ SU(L) ⊗ U(1)V , mentre, sotto U(1)A,
X → e−2iLαX.
La nuova Lagrangiana, scritta in funzione dei campi U , X e Q, deve essere
invariante sotto U(L)⊗U(L) nel limite chirale se si trascura l’anomalia. Inol-
tre deve trasformare come nella (3.11) sotto una trasformazione U(1) assiale.
Possiamo scrivere per il campo X un termine cinetico e un termine di poten-
ziale analoghi a quelli del campo U :
L0(X,X
†) =
1
2
∂µX∂
µX† +
1
4
λ2X(X
†X − ρX)2; (3.16)
questi termini sono evidentemente invarianti sotto U(L)⊗U(L). Non e` pos-
sibile scrivere un termine di massa contenente il campo X che sia lineare in
M . Infatti un termine di massa per il campo X, che sia invariante sotto
U(L)⊗U(L), trasformando M secondo la (3.8), deve coinvolgere il determi-
nante di M : esso e` quindi di ordine superiore al primo nelle masse dei quark
e quindi trascurabile rispetto al termine di massa (3.9) per piccoli valori delle
masse.
E` possibile scrivere un termine di interazione tra i due campi U e X. Il
termine piu` semplice invariante sotto U(L)⊗ U(L) e` del tipo:
(detU †)X + (detU)X†. (3.17)
Possiamo anche aggiungere un accoppiamento tra Q e X, analogo al termine
di accoppiamento tra Q e U nella Eq. (3.1):
1
2
iQ(lnX − lnX†). (3.18)
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Grazie alle proprieta` di trasformazione del campo X, questo termine e` inva-
riante sotto SU(L)⊗ SU(L)⊗ U(1)V , mentre sotto trasformazioni U(1)A:
1
2
iQ(lnX − lnX†)→ 1
2
iQ(lnX − lnX†) + 2LαQ. (3.19)
Da un confronto con la (3.10), si vede che possiamo prendere una combi-
nazione lineare, con coefficienti ω1 e (1 − ω1), dei due suddetti termini di
accoppiamento dell’anomalia con i campi U e X, per mantenere la proprieta`
di trasformazione richiesta.
La Lagrangiana risultante e` stata ricavata per la prima volta in [42] ed ha la
seguente forma:
L (U,U †, X,X†, Q) =
1
2
Tr(∂µU∂
µU †) +
1
2
∂µX∂
µX†+
− V (U,U †, X,X†) + 1
2
iQ(x)ω1Tr[lnU − lnU †]+
+
1
2
iQ(x)(1− ω1)(lnX − lnX†) + 1
2A
Q2(x) (3.20)
dove
V (U,U †, X,X†) =
1
4
λ2pi Tr[(U
†U − ρpiI)2] + 1
4
λ2X(X
†X − ρX)2
− Bm
2
√
2
Tr[M(U + U †)]− c1
2
√
2
[det(U)X† + det(U †)X]. (3.21)
Tutti i parametri che appaiono nella Lagrangiana sono funzioni della tempe-
ratura T . In particolare i parametri ρpi e ρX controllano il comportamento at-
torno alla transizione di fase rispettivamente della simmetria SU(L)⊗SU(L)
e U(1)A: quando i parametri sono positivi, la corrispondente simmetria e` rot-
ta, mentre e` restaurata quando i parametri sono negativi. Lo scenario voluto
(quello descritto nel capitolo 2) si ottiene scegliendo:
T < Tch Tch < T < TU(1) T > TU(1)
ρpi
1
2
F 2pi > 0 −12B2pi < 0 −12B2pi < 0
ρX
1
2
F 2X > 0
1
2
F 2X > 0 −12B2X < 0
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In accordo con lo scenario descritto nella sezione 2.1 si assume che il para-
metro A(T ) si annulli ad una temperatura Tχ superiore a Tch (ma inferiore
a TU(1)). Poiche´ il valore di aspettazione di U sul vuoto per T ≥ Tch e` nullo
nel limite chirale occorre scegliere ω1(T ≥ Tch) = 0 in modo da evitare sin-
golarita` nel termine anomalo della Lagrangiana (3.20).
Per il seguito e` utile integrare via il campo Q(x) nella Lagrangiana (3.20),
ottenendo:
L (U,U †, X,X†) =
1
2
Tr(∂µU∂
µU †) +
1
2
∂µX∂
µX†+
−V (U,U †, X,X†) + 1
8
A{ω1Tr[log(U)− log(U †)]+
(1− ω1)[log(X)− log(X†)]}2 (3.22)
3.3 Spettro di massa della teoria per T < Tch
Calcoliamo a questo punto lo spettro di massa della nuova Lagrangiana per
T < Tch, seguendo i lavori originali [42,44,46]. Consideriamo la Lagrangiana
(3.22) dove il campo Q(x) e` stato integrato esplicitamente.
3.3.1 Spettro di massa per L generico
Per T < Tch sia SU(L)⊗ SU(L) che U(1)A sono rotte.
Per eliminare i campi scalari ridondanti facciamo, come si e` detto, i limiti
λ2pi → ∞ e λ2X → ∞. All’ordine dominante in mi, 1/λ2pi e 1/λ2X i campi U e
X devono allora soddisfare i seguenti vincoli:
U †U =
1
2
F 2pi · I ; X†X =
1
2
F 2X (3.23)
Possiamo percio` prendere il campo U della forma:
U =
√
1
2
Fpi exp
{
i
√
2
Fpi
Φ
}
(3.24)
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dove:
Φ =
L2−1∑
a=1
piaτa +
Spi√
L
I (3.25)
essendo i τa (a = 1, · · · , L2− 1) i generatori di SU(L) nella rappresentazione
fondamentale, con la normalizzazione Tr(τaτb) = δab; i pia sono i campi dei
mesoni di non singoletto e Spi e` il campo di singoletto di SU(L) bilineare nei
quark:
Spi ∼ i
L∑
i=1
(q¯iLqiR − q¯iRqiL). (3.26)
Allo stesso modo scriviamo il campo X come:
X =
√
1
2
FX exp
{
i
√
2
FX
SX
}
(3.27)
dove SX e` un campo di singoletto ‘‘esotico’’ del tipo:
SX ∼ i[det
st
(q¯sLqtR)− det
st
(q¯sRqtL)]. (3.28)
Sostituendo la (3.24)-(3.25) e (3.27) nella (3.22) e tenendo solo la parte
quadratica nei campi otteniamo:
L2 =
1
2
∂µpia∂
µpia +
1
2
∂µSpi∂
µSpi +
1
2
∂µSX∂
µSX − 1
2
(∑
il
µ2i τ
a
ilτ
b
li
)
piapib
−1
2
(
2√
L
∑
i
µ2i τ
a
ii
)
piaSpi − 1
2L
∑
i
µ2iS
2
pi −
1
2
c
(√
2L
Fpi
Spi −
√
2
FX
SX
)2
−1
2
A
[√
2L
Fpi
ω1Spi +
√
2
FX
(1− ω1)SX
]2
(3.29)
dove:
c ≡ c1√
2
(
FX√
2
)(
Fpi√
2
)L
(3.30)
e:
µ2i ≡
Bm
Fpi
mi. (3.31)
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Nel limite chirale, supmi → 0, la (3.29) diventa:
L2 =
1
2
∂µpia∂
µpia +
1
2
∂µSpi∂
µSpi +
1
2
∂µSX∂
µSX
−1
2
c
(√
2L
Fpi
Spi −
√
2
FX
SX
)2
− 1
2
A
[√
2L
Fpi
ω1Spi +
√
2
FX
(1− ω1)SX
]2
. (3.32)
In questo caso i campi di non singoletto sono a massa nulla; di fatto, essi
possono essere interpretati come gli L2−1 bosoni di Goldstone generati dalla
rottura della simmetria SU(L)⊗SU(L). Il campo di singoletto Spi e il nuovo
campo ‘‘esotico’’ SX sono mescolati. Nella base (Spi, SX) abbiamo la seguente
matrice di massa quadra:(
2L(Aω1+c)
F 2pi
2
√
L[Aω1(1−ω1)−c]
FpiFX
2
√
L[Aω1(1−ω1)−c]
FpiFX
2[A(1−ω1)2+c]
F 2X
)
(3.33)
Gli autovalori di questa matrice sono:
m2φ1,φ2 =
ZL ∓
√
Z2L − 4QL
2
(3.34)
dove:
ZL ≡ 2A[F
2
pi (1− ω1)2 + LF 2Xω21] + 2c(F 2pi + LF 2X)
F 2piF
2
X
(3.35)
QL ≡ 4LAc
F 2piF
2
X
(3.36)
Al primo ordine in 1/N (assumendo che c1 6= 0, vedi la discussione nel
paragrafo 3.4 che segue) si ottengono i seguenti autovalori:
m2φ1 =
2LA
F 2pi + LF
2
X
∼ O(1/N) (3.37)
m2φ2 =
2c(F 2pi + LF
2
X)
F 2piF
2
X
∼ O(1), (3.38)
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con i corrispondenti autovettori:
φ1 =
1√
F 2pi + LF
2
X
(
√
LFXSX + FpiSpi), (3.39)
φ2 =
1√
F 2pi + LF
2
X
(−FpiSX +
√
LFXSpi), (3.40)
Per lo sviluppo a grandi N abbiamo usato le relazioni (ricavate in Ref. [42]):
Fpi = O(N1/2); FX = O(N1/2); A = O(1); c = O(N) (3.41)
I due campi φ1 e φ2 hanno gli stessi numeri quantici, ma diverso contenuto
in quark: il primo (assumendo che Fpi À FX) e` dominato dal singoletto Spi
di tipo ‘‘ quark-antiquark ’’, mentre il secondo e` dominato dal campo di sin-
goletto a 2L fermioni SX ∼ i[det(q¯sLqtR) − det(q¯sRqtL)]. Entrambi i campi
sono massivi anche nel limite chirale. Se mettiamo FX = 0 nelle formule
ricavate sopra (cioe` se trascuriamo il nuovo condensato), allora φ1 = Spi e
m2φ1 = 2LA/F
2
pi , che e` l’usuale formula di Witten-Veneziano per la massa
dell’η′ nel limite chirale [58, 63]. D’altra parte m2φ2 → ∞ per FX → 0 e,
quindi, in questo limite, il campo φ2 = SX e` ‘‘forzato” ad andare a zero.
Nel caso generale di FX 6= 0, abbiamo un campo (φ1) con una massa piccola
nel senso dell’espansione a grandi N (cioe` che va a zero per N → ∞). Al
contrario φ2 ha una grande massa di ordine O(1) nell’espansione a grandi N .
Vediamo, ora, come viene realizzato il meccanismo di Witten-Veneziano de-
scritto nel capitolo 1. Ricordando le proprieta` di trasformazione (3.6) e (3.15)
dei campi U e X sotto U(1), si ottiene la seguente espressione per la corrente
U(1) assiale:
J
(L)
5,µ = i[Tr(U
†∂µU − U∂µU †) + L(X†∂µX −X∂µX†)]; (3.42)
ovvero, in funzione dei campi Spi e SX :
J
(L)
5,µ = −
√
2L∂µ(FpiSpi +
√
LFXSX). (3.43)
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Da un confronto con la (3.39) si vede immediatamente che:
J
(L)
5,µ = −
√
2LFφ1∂µφ1 (3.44)
dove :
Fφ1 =
√
F 2pi + LF
2
X . (3.45)
Ricordiamo che, secondo il meccanismo di Witten-Veneziano per la soluzione
del problema U(1), il mesone η′ deve soddisfare la seguente relazione (nota
come ‘‘formula di Witten-Veneziano’’):
m2η′ =
2LA
F 2η′
. (3.46)
Usando la (3.37) e` immediato verificare che il nuovo stato φ1 verifica questa
relazione, i.e. m2φ1 = 2LA/F
2
φ1
. Per questo motivo φ1 puo` essere interpretato
come il campo associato alla particella η′. Quindi porremo anche:
Fη′ ≡ Fφ1 =
√
F 2pi + LF
2
X . (3.47)
Invece, useremo il nome ηX per la particella associata al campo esotico φ2.
3.3.2 Spettro di massa per L = 3
Calcoliamo con piu` cura lo spettro di massa per il caso di maggior interesse
fisico, cioe` per il caso di L = 3 flavour leggeri: i quark u, d e s [44]. Questi
quark hanno rispettivamente massa mu = (1.5 ÷ 3.3) MeV, md = (3.5 ÷
6) MeV ed ms = (70 ÷ 130) MeV [3], che e` piccola rispetto alla scala della
QCD, ΛQCD ∼ 0.5 GeV . In questo caso [v. l’Eq. (3.25)]:
Φ =
8∑
a=1
piaτa +
Spi√
3
I, (3.48)
dove pia (a = 1, · · · , 8) sono i campi dei mesoni dell’ottetto Jp = 0−. Proce-
dendo come nella sezione precedente (questa volta senza fare il limite chirale,
ma tenendo il prim’ordine nelle masse) vediamo immediatamente che gli stati
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pi1,pi2,pi4,pi5,pi7 sono diagonali con masse:
m2pi1,2 ≡ m2pi± = B(mu +md)
m2pi4,5 ≡ m2K± = B(mu +ms)
m2pi6,7 ≡ m2K0,K¯0 = B(md +ms) (3.49)
dove B ≡ Bm
2Fpi
.
Invece i campi pi3, pi8, Spi e SX sono mescolati con una matrice di massa
quadra data da:
K˜ =

B(md +mu)
B∆√
3
√
2B∆√
3
0
B∆√
3
2
3
B(m˜+ 2ms)
2
3
B(m˜−ms) 0√
2B∆√
3
2
3
B(m˜−ms) m20 + 6(Aω
2
1+c)
F 2pi
2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
0 0 2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
2(A(1−ω1)2+c)
F 2X

(3.50)
dove m˜ ≡ mu+md
2
, m20 ≡ 23B(2m˜ + ms) e ∆ ≡ mu − md. Quest’ultimo e`
il parametro che controlla la violazione dell’isospin, i.e., la rottura esplicita
della simmetria SU(2). Se trascuriamo la violazione dell’isospin4, che speri-
mentalmente e` molto piccola, anche lo stato pi3 diventa diagonale con massa
quadra:
m2pi3 ≡ m2pi0 = B(mu +md) = 2Bm˜. (3.51)
La matrice per il sistema di campi (pi8, Spi, SX) diventa, in tal caso:
K =

2
3
B(m˜+ 2ms)
2
3
B(m˜−ms) 0
2
3
B(m˜−ms) m20 + 6(Aω
2
1+c)
F 2pi
2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
0 2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
2(A(1−ω1)2+c)
F 2X
 (3.52)
Gli autovalori della matrice (3.52) si possono facilmente calcolare al primo
ordine nelle masse e in 1/N , ottenendo:
m2η =
2
3
B(m+ 2ms) (3.53)
4Nel capitolo successivo, invece, la violazione dell’isospin non sara` trascurata.
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m2η′ =
F 2pim
2
0[3A(F
2
pi − F 2η′ω)F 2X + cF 4η′ ]2
c2F 10η′
+
6A
F 2η′
≈ 6A
F 2η′
+
F 2pi
F 2η′
m20 (3.54)
m2ηX = 2c
F 2η′
F 2XF
2
pi
+ 2A
[(ω − 1)F 2pi + 3F 2Xω]2
F 2piF
2
XF
2
η′
+
+
3F 2Xm
2
0[A((ω − 1)F 2pi + 3F 2Xω)F 2pi + cF 4η′ ]2
c2F 10η′
≈ 2c F
2
η′
F 2XF
2
pi
+
3F 2Xm
2
0
F 2η′
+
2A[(ω − 1)F 2pi + 3F 2Xω]2
F 2piF
2
XF
2
η′
(3.55)
L’interpretazione fisica di questi tre stati e` chiara. Lo stato η e` l’ottavo
pseudo-bosone di Goldstone dell’ottetto: la sua massa si annulla con le masse
dei quark leggeri. D’altra parte l’η′ e l’ηX hanno una massa che non si annulla
con quella dei quark. Lo stato η′ ha un termine di massa quadra ‘‘topologico’’,
che e` di ordine 1/N nell’espansione a grandi N . Lo stato ηX dovrebbe, invece,
essere piu` pesante, avendo un temine di massa ‘‘adronica’’ 5 (non nullo nel
limite chirale) di ordine O(1).
Dalle equazioni (3.49), (3.51) e (3.53) si vede che le masse quadre dei mesoni
dell’ottetto soddisfano la ben nota formula di Gell-Mann-Okubo (GMO) [17,
51,52]:
3m2η +m
2
pi = 4m
2
K . (3.56)
In effetti, e` naturale aspettarsi che l’introduzione di un nuovo parametro
d’ordine, che rompe solo la simmetria U(1) assiale, non modifichi le relazioni
di massa, come la (3.56), che coinvolgono i soli mesoni dell’ottetto: queste
relazioni derivano solamente dalla rottura di SU(3)⊗ SU(3) a SU(3)V .
Se consideriamo anche la massa dell’η′ (3.54) possiamo ottenere la seguente
relazione [44]: (
1 + 3
F 2X
F 2pi
)
m2η′ +m
2
η − 2m2K =
6A
F 2pi
. (3.57)
Questa e` una generalizzazione della formula (1.40) di Witten-Veneziano per la
massa dell’η′. Un fatto particolarmente interessante e` che in questa formula
5Per una discussione degli adroni e delle loro masse nell’ambito dell’espansione 1/N si
veda il lavoro di Witten [61].
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compare solo FX , che e` proporzionale al condensato U(1) assiale, ma non
compaiono gli altri parametri sconosciuti del modello (come c1, ω1, · · · ).
Dalla formula (3.57), note le masse dei mesoni e il valore della suscettivita`
topologica A (vedi Eq. (1.41)), possiamo immediatamente ricavare un limite
superiore al parametro FX : |FX | . 20 MeV.
Possiamo ottenere una relazione analoga che coinvolge anche la massa dell’ηX .
Per farlo basta calcolare la traccia della matrice (3.50), utilizzando le relazioni
(3.49):
Tr[K˜] = m2pi0 +m2η +m2η′ +m2ηX
= 2B
m˜+ 2ms
3
+
6(Aω21 + c)
F 2pi
+m20 +
2A(1− ω1)2 + 2c
F 2X
+B(mu +md)
= m2K+ +m
2
K0 +
6(Aω21 + c)
F 2pi
+
2A(1− ω1)2 + 2c
F 2X
+m2pi0 (3.58)
Ovvero, semplificando m2pi0 a destra e a sinistra:
m2η +m
2
η′ +m
2
ηX
= m2K+ +m
2
K0 +
6(Aω21 + c)
F 2pi
+
2A(1− ω1)2 + 2c
F 2X
(3.59)
Purtroppo questa espressione dipende da tutti i parametri sconosciuti del
modello (FX , c e ω1) e non risulta, quindi, particolarmente utile.
3.4 Osservazione sui nuovi parametri
La Lagrangiana (3.20)-(3.21) contiene, rispetto alla Lagrangiana di Witten-
Di Vecchia-Veneziano et al. (3.1)-(3.2), tre nuovi parametri: ω1, c1 e FX .
Viene naturale chiedersi se siano tutti davvero necessari o se magari pos-
siamo semplificare il modello eliminandone qualcuno. FX , fra i tre nuovi
parametri, e` il piu` importante, essendo, come si e` detto, proporzionale al
nuovo condensato U(1) assiale. In questa tesi si assume che FX sia diverso
da zero: faremo vedere, nel prossimo capitolo, come e` possibile ricavare in-
formazioni sul valore di FX dall’analisi fenomenologica dei decadimenti dei
mesoni pseudoscalari.
50
3.4. Osservazione sui nuovi parametri
Su ω1 non siamo in grado di dire molto. Ricordiamo che per ottenere la
Lagrangiana di Witten-Di Vecchia-Veneziano et al. (3.1)-(3.2) dobbiamo
scegliere ω1 = 1; dunque a basse temperature ci aspettiamo ragionevolmen-
te un ω1 non molto diverso da 1. D’altra parte, nella sezione precedente,
abbiamo notato che, per T ≥ Tch, ω1 deve essere necessariamente zero per
garantire un comportamento non singolare del termine anomalo attraverso
la transizione chirale. Percio` ω1 deve necessariamente dipendere in maniera
non banale dalla temperatura e non puo` essere scelto costante. In ogni caso,
in questa tesi non faremo alcuna ipotesi particolare sul valore di ω1(T = 0),
che verra` sempre considerato alla stregua di un ‘‘parametro libero” (a parte
le limitazioni di cui si e` detto sopra per T ≥ Tch)
Il caso del parametro c1 e` piu` interessante. Se mettiamo c1 = 0 (e quindi
c = 0) nelle equazioni (3.35), (3.36), queste diventano:
ZL =
2A[F 2pi (1− ω1)2 + LF 2Xω21]
F 2piF
2
X
QL = 0 (3.60)
che, mediante la (3.34), conducono ai seguenti valori per le masse quadre di
φ1 e φ2 nel limite chirale:
m2φ1 =0
m2φ2 =
(
2LA
F 2pi
)
ω21 +
(
2A
F 2X
)
(1− ω1)2. (3.61)
In particolare, nel caso di interesse fisico L = 3:
m2φ1 =0
m2φ2 =
(
6A
F 2pi
)
ω21 +
(
2A
F 2X
)
(1− ω1)2. (3.62)
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Inoltre, in questo caso, gli autovettori sono:
φ1 =
1√
3F 2Xω
2
1 + F
2
pi (1− ω1)2
(
Fpi(ω1 − 1)Spi +
√
3FXω1SX
)
φ2 =
1√
3F 2Xω
2
1 + F
2
pi (1− ω1)2
(√
3FXω1Spi + Fpi(1− ω1)SX
)
(3.63)
Nel caso c1 6= 0 avevamo identificato la particella η′ con φ1, ma in questo
caso (c1 = 0) φ1 ha massa zero (nel limite chirale) e quindi non verifica
la relazione di Witten-Veneziano, discussa nel primo capitolo. Inoltre, per
c1 6= 0 φ2 ha una massa di ordine O(1) nell’espansione 1/N e non puo` essere
il campo associato alla particella η′, che deve avere una massa quadra di
ordine 1/N ; invece, nel caso in esame (i.e. c1 = 0) φ2 ha una massa quadra
di ordine O(1/N): verifichiamo che φ2 e` proprio la particella che contribuisce
al meccanismo di Witten-Veneziano per la soluzione del problema U(1).
Ricordando l’equazione (3.43), possiamo scrivere J
(L)
5,µ in funzione di φ1 e φ2
come:
J
(L)
5,µ = −
√
6∂µ (Fφ1φ1 + Fφ2φ2) , (3.64)
dove:
Fφ1 =
3F 2Xω1 + F
2
pi (ω1 − 1)√
3F 2Xω
2
1 + F
2
pi (1− ω1)2
Fφ2 =
√
3FXFpi√
3F 2Xω
2
1 + F
2
pi (1− ω1)2
(3.65)
altro non sono che le costanti di decadimento dei mesoni φ1 e φ2, definite da:
〈0|J (L)5,µ (0)|φ1(~p1)〉 = i
√
6p1µFφ1
〈0|J (L)5,µ (0)|φ2(~p2)〉 = i
√
6p2µFφ2 . (3.66)
A questo punto e` immediato verificare che il campo φ2 verifica la relazione
m2φ2 =
6A
F 2φ2
, (3.67)
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e percio` non e` altro che il campo associato alla particella con massa qua-
dra O(1/N) che gioca un ruolo determinante nel meccanismo di Witten-
Veneziano descritto nel capitolo 1. E´ naturale, percio`, identificare φ2 con la
particella osservata η′, la cui massa ‘‘grande” viene (come al solito) spiegata
in termini dell’anomalia.
Inoltre va detto che φ1 non appare tra gli stati intermedi mesonici che contri-
buiscono all’espressione di χ (1.32), essendo 〈0|Q(0)|φ1(~p1)〉 = 1√6Fφ1m2φ21 =
0, i.e. φ1, pur accoppiando alla corrente U(1) assiale secondo la (3.66), non
accoppia alla densita` di carica topologica Q(x).
E´ interessante notare che, in questo caso, la costante ω1 gioca un ruolo fon-
damentale. Infatti, essendo c1 = 0, il termine proporzionale a ω1 e` l’unico che
controlla l’accoppiamento tra U e X (i.e., tra i mesoni pseudoscalari usuali e
l’ηX). Variando ω1 si puo` ‘‘spostare” l’anomalia da U ad X. Nel caso ω1 = 1
il termine anomalo dipende solo da U e il campo X e` disaccoppiato. In
questo caso la Lagrangiana e` semplicemente la somma della Lagrangiana di
Witten-Di Vecchia-Veneziano et al. per il campo U (con anomalia) e di quel-
la non anomala per il campo X; in questo limite l’autovettore φ2 si riduce
a Spi, l’usuale campo di singoletto bilineare nei quark, mentre il campo φ1 si
riduce al campo di singoletto esotico SX . Per ω1 = 0, al contrario, il termine
anomalo dipende solo da X: in questo caso il campo φ2, che contribuisce al
meccanismo di Witten-Veneziano, e` il campo esotico SX , mentre il campo
φ1 e` l’usuale Spi.
Abbiamo dunque scoperto che, nel caso c1 = 0, oltre alla particella associata
al campo φ2 (cioe` l’η
′) e agli 8 mesoni leggeri (provenienti dalla rottura di
SU(3)⊗SU(3)) c’e` una nuova particella pseudoscalare (descritta dal campo
φ1) con massa nulla nel limite chirale. Questa particella e` dunque, per L = 3,
un nono bosone di Goldstone che, nel caso di quark massivi, dovrebbe quindi
avere una massa paragonabile a quella degli altri mesoni pseudoscalari.
Possiamo ricavare, sempre nel caso di interesse fisico L = 3, le masse di
φ1 e φ2 al prim’ordine nelle masse dei quark e dell’espansione a grandi N .
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Diagonalizzando la matrice (3.52) con c = 0 otteniamo:
m2φ1 =
F 2pim
2
0(ω1 − 1)2
F 2pi (ω1 − 1)2 + 3F 2Xω2
m2φ2 =
3F 2Xm
2
0ω
2
1
F 2pi (ω1 − 1)2 + 3F 2Xω21
+ 2A
F 2pi (ω1 − 1)2 + 3F 2Xω21
F 2piF
2
X
. (3.68)
Si vede, pertanto, che la massa della particella φ1 verifica la seguente disu-
guaglianza:
m2φ1 =
F 2pim
2
0(ω1 − 1)2
F 2pi (ω1 − 1)2 + 3F 2Xω2
≤ m20 =
1
3
(m2pi+ +m
2
K0 +m
2
K+) ' (413 MeV)2
(3.69)
La disuguaglianza (3.69) e` analoga al limite di Weinberg descritto nel ca-
pitolo 1. Anche assumendo, come si e` gia` detto, di poter identificare la
particella φ2 con la particella osservata η
′, non si osserva, tra i mesoni pseu-
doscalari, nessun singoletto la cui massa soddisfi la (3.69). Questo ci porta,
quindi, ad un nuovo ‘‘problema U(1)’’, per cui la nostra assunzione c1 = 0 va
scartata. Nel seguito, quindi, considereremo sempre il modello con c1 6= 0.
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CAPITOLO 4
Decadimenti dei mesoni pseudoscalari
In questo capitolo, dopo aver brevemente presentato i risultati ricavati nelle
Ref. [41,47] sui decadimenti in due fotoni dei mesoni pi0, η, η′, ηX , studiere-
mo in dettaglio i decadimenti forti di η, η′, ηX in tre mesoni pseudoscalari.
In particolare, ricaveremo le ampiezze e le larghezze per i decadimenti di
η, η′, ηX in 3pi0 e pi+pi−pi0; di η′, ηX in ηpi0pi0 e ηpi+pi−; e, infine, di ηX in
3η, 3η′, ηηη′, ηη′η′. Questi risultati, confrontati con i valori sperimentali,
ci permetteranno di ricavare informazioni sul nuovo parametro FX e di ve-
rificare la consistenza del modello; inoltre, nel caso della particella esotica
ηX , troveremo delle relazioni tra la sua massa e le larghezze, che, in linea
di principio, potrebbero essere utili per identificare un candidato per tale
particella.
4.1 I decadimenti radiativi pi0, η, η′, ηX → γγ
In Ref. [41] e` stato mostrato che informazioni interessanti sui nuovi para-
metri del modello descritto nel capitolo precedente, possono essere ottenuti
studiando i decadimenti radiativi in due fotoni di pi0, η, η′, ηX . Per fa-
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re cio` dobbiamo introdurre l’interazione elettromagnetica nel nostro model-
lo efficace, rendendo la Lagrangiana (3.20) invariante sotto trasformazioni
elettromagnetiche U(1) locali, che in termini dei campi dei quark hanno la
forma
q → eiθeQq, (4.1)
dove Q e` la matrice di carica dei quark (in unita` di e):
Q =

2
3
−1
3
−1
3
 . (4.2)
Come possiamo vedere dall’espressione (3.4) del campo U in termini dei cam-
pi dei quark, la trasformazione di gauge (4.1) agisce su di esso nel seguente
modo:
U → eiθeQUe−iθeQ. (4.3)
Bisogna allora introdurre una derivata covariante Dµ per il campo U della
forma seguente:
DµU = ∂µU + ieAµ[Q, U ], (4.4)
dove Aµ e` il campo elettromagnetico (che trasforma come Aµ → Aµ − ∂µθ).
Il campo X, invece, e` invariante sotto U(1) elettromagnetico, come risulta
dalla sua espressione in termini dei campi dei quark definita in (3.12). Per-
tanto non occorre introdurre una derivata covariante per il campo X.
Inoltre, dobbiamo inserire un termine che riproduca l’anomalia elettroma-
gnetica, che e` data da:
∂µJ5,µ = 2Tr(Q
2)G, ∂µAaµ = 2Tr
(
Q2
τa√
2
)
G, (4.5)
dove G ≡ e2N
32pi2
²µνρσFµνFρσ e` l’analogo elettromagnetico della densita` di carica
topologica; Aaµ = q¯γµγ5
τa√
2
q (a = 1, · · · , 8) e J5,µ = q¯γµγ5q sono rispettiva-
mente le correnti SU(3) assiali e la corrente U(1) assiale.
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Come dimostrato nella Ref. [41], il termine che dobbiamo aggiungere e`:
LI =
1
2
iGTr[Q2(lnU − lnU †)] (4.6)
Questa Lagrangiana di interazione puo` essere riscritta in funzione dei campi
dei mesoni (nel caso L = 3) come:
LI = −G 1
3Fpi
(
pi3 +
1√
3
pi8 +
2
√
2√
3
Spi
)
. (4.7)
Ricordiamo, a questo punto, che i campi pi1, pi2, pi4, pi5, pi6, pi7 sono diagonali,
mentre i campi pi3, pi8, Spi, SX sono mescolati. Tuttavia, trascurando la diffe-
renza di massa tra i quark u e d (cioe` trascurando la violazione dell’isospin),
anche pi3 e` diagonale e puo` essere identificato con lo stato fisico pi
0. Le altre
quantita` fisiche possono essere trovate diagonalizzando la matrice di massa
quadra (3.52). Si ottiene che i campi (pi8, Spi, SX) possono essere scritti in
funzione degli autostati (η, η′, ηX) come:pi8Spi
SX
 = C
 ηη′
ηX
 (4.8)
dove C e` la seguente matrice ortogonale (al prim’ordine in 1/N e nelle masse
dei quark):
C =
α1 α2 α3β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
 =

cos φ˜ −²1 − sin φ˜ −²2
Fpi²1
Fη′
+
√
3FX²2
Fη′
+ Fpi sin φ˜Fη′ + η1 sin φ˜
√
3FX²3
Fη′
+ Fpi cos φ˜Fη′ + η1 cos φ˜
√
3FX
Fη′
− Fpi²3Fη′ + η2√
3FX²1
Fη′
− Fpi²2Fη′ +
√
3FX sin φ˜
Fη′
+ η2 sin φ˜ −Fpi²3Fη′ +
√
3FX cos φ˜
Fη′
+ η2 cos φ˜ − FpiFη′ −
√
3FX²3
Fη′
− η1

(4.9)
dove (ricordando che, come dedotto in sezione 3.3, Fη′ =
√
F 2pi + 3F
2
X):
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²1 =
√
2BFpiF
2
X(m˜−ms)(F 2pi − F 2η′ω1)
3cF 3η′
²2 =
√
2BF 2piF
3
X(m˜−ms)√
3cF 3η′
²3 =
√
2BFpiF
2
X(m˜−ms)(F 2pi − F 2η′ω1)
3cF 3η′
η1 =
3AFpi(F
2
pi − F 2η′ω1)F 2X
cF 5η′
η1 =
√
3AF 2piFX((ω1 − 1)F 2pi + 3F 2Xω1)
cF 5η′
(4.10)
e φ˜ e` un angolo di mescolamento, che ha la seguente forma:
tan φ˜ =
√
2
9A
BFpiFη′(ms − m˜) = FpiFη′
6
√
2A
(m2η −m2pi) (4.11)
essendo m2pi = 2Bm˜ e m
2
η =
2
3
B(m˜ + 2ms). Si vede facilmente che ηi ≈ 1/N
e ²i ≈ m. La matrice C e` stata ricavata diagonalizzando la matrice di massa
al prim’ordine nelle masse dei quark e in 1/N .
In particolare abbiamo trascurato termini del tipo 1/N2, m2 e m/N .
Abbiamo utilizzato, seguendo le referenze [11, 12, 58, 62], che m/ΛQCD ¿
1/N ; cioe` abbiamo fatto il limite per m → 0 e N → ∞, con il vincolo
0 < m/ΛQCD ¿ 1/N ¿ 1. Questa scelta e` giustificata dal fatto che l’angolo
di mescolamento, che e` di ordineO(mN/ΛQCD), e` sperimentalmente piccolo1.
A questo punto possiamo riscrivere la Lagrangiana di interazione (4.7) in
funzione dei campi fisici:
LI = −G 1
3Fpi
(pi0 + a1η + a2η
′ + a3ηX) (4.12)
1In letteratura sono stati studiati anche altri regimi. Ad esempio Leutwyler [40] con-
sidera m/ΛQCD e 1/N dello stesso ordine di grandezza e Witten [63] analizza anche il
regime opposto (i.e. mN/ΛQCD À 1).
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dove:
a1 =
cosφ√
3
+
2
√
2√
3
(
Fpi²1
Fη′
+
√
3FX²2
Fη′
+
Fpi sinφ
Fη′
+ η1 sinφ
)
a2 =
− sinφ− ²1√
3
+
2
√
2√
3
(√
3FX²3
Fη′
+
Fpi cosφ
Fη′
+ η1 cosφ
)
a3 =
−²2√
3
+
2
√
2√
3
(√
3FX
Fη′
− Fpi²3
Fη′
+ η2
)
Possiamo facilmente ricavare le larghezze per i decadimenti radiativi in due
fotoni. Per il decadimento pi0 → γγ (per N = 3) troviamo:
Γ(pi0 → γγ) = α
2m3pi
64pi3F 2pi
. (4.13)
Per i decadimenti di η, η′ ed ηX troviamo (sempre nel caso reale N = 3):
Γ(ηi → γγ) =
α2m3ηi
64pi3F 2pi
a2i (4.14)
dove i = 1, 2, 3 ed η1 = η, η2 = η
′, η3 = ηX . Tali larghezze dipendono, in
generale, anche dai parametri ω1 e c. Tuttavia, se teniamo solo il termine
dominante inm e 1/N in ciascuna espressione per la larghezza di decadimento
ritroviamo le espressioni approssimate ricavate nella Ref. [41], i.e.,
Γ(pi0 → γγ) = αm
3
pi
64pi3F 2pi
,
Γ(η → γγ) = α
2m3η
192pi3F 2pi
(
cos φ˜+ 2
√
2 sin φ˜
Fpi
Fη′
)2
Γ(η′ → γγ) = α
2m3η′
192pi3F 2pi
(
2
√
2 cos φ˜
Fpi
Fη′
− sin φ˜+
)2
Γ(ηX → γγ) =
α2m3ηX
8pi3F 2pi
(
FX
Fη′
)2
(4.15)
che dipendono solo dal parametro FX (la larghezza per ηX in γγ, pero`, di-
pende anche dal parametro c attraverso la dipendenza da c della formula
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(3.55) della massa mηX ). Questo corrisponde a prendere per la matrice C la
semplice forma [41]:
C =
α1 α2 α3β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
 =

cos φ˜ − sin φ˜ 0
sin φ˜ Fpi
Fη′
cos φ˜ Fpi
Fη′
√
3FX
Fη′
sin φ˜
√
3FX
Fη′
cos φ˜
√
3FX
Fη′
− Fpi
Fη′
 (4.16)
Nel seguito utilizzeremo sempre questa matrice approssimata.
Confrontando queste larghezze con i dati sperimentali possiamo ricavare
nuove informazioni sul parametro FX , ovvero sul nuovo condensato esotico.
Per esempio, dalla seconda e terza equazione , e usando i valori sperimentali
delle quantita` che compaiono, i.e.,
Fpi = 92.4(4) MeV
mη = 547.30(12) MeV
mη′ = 957.78(14) MeV
Γ(η → γγ) = 0.46(4) keV
Γ(η′ → γγ) = 4.26(19) keV (4.17)
possiamo ricavare i seguenti valori per FX e l’angolo di mixing φ˜ [41]:
FX = 27(9)MeV, φ˜ = 16(3)
◦. (4.18)
Il valore di FX non e` lontano dal limite superiore |FX | ≤ 20 MeV ottenuto nel
capitolo tre (§3.3.2) dalla relazione di Witten-Veneziano generalizzata [44].
4.2 I decadimenti forti dei mesoni pseudosca-
lari η, η′, ηX
Ci dedicheremo, ora, a studiare in maniera approfondita i decadimenti forti
dei mesoni pseudoscalari.
Innanzitutto osserviamo che i decadimenti forti di un mesone pseudoscalare in
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due mesoni pseudoscalari sono proibiti. Infatti le interazioni forti conservano
la parita`, mentre il decadimento di un mesone pseudoscalare in due mesoni
pseudoscalari la violerebbe (in quanto lo stato iniziale ha parita` negativa,
mentre quello finale ha parita` positiva). In termini della Lagrangiana chirale
efficace (3.20) -(3.21), si osserva che essa rimana invariata se trasformiamo i
campi nel seguente modo:
U → U †, X → X†, Q→ −Q. (4.19)
Questa trasformazione altro non e` che la trasformazione di parita`: in termini
dei campi dei mesoni pia, Spi, SX , definiti nelle Eq. (3.24), (3.25), (3.27),
essa corrisponde a mandare
pia → −pia , Spi → −Spi , SX → −SX . (4.20)
Percio` i termini con un numero dispari di campi mesonici sono necessaria-
mente nulli. In particolare, gli operatori a tre mesoni pseudoscalari sono nulli
e dunque i decadimenti di un mesone pseudoscalare in due mesoni pseudo-
scalari non possono avvenire.
I decadimenti forti in tre mesoni, invece, sono permessi. Infatti, essi sono
indotti da un operatore a quattro mesoni, che e` invariante sotto parita`, i.e.
sotto la trasformazione (4.19) - (4.20).
4.2.1 La Lagrangiana quartica
Per studiare i decadimenti forti di η, η′, ηX in tre mesoni pseudoscalari dob-
biamo sviluppare la Lagrangiana (3.20) fino al quarto ordine nei campi. La
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Lagrangiana (3.20) puo` essere scritta nella forma seguente:
L =
1
2
Tr(∂µU∂µU
†) +
1
2
∂µX∂µX
† +
Bm
2
√
2
Tr[M(U + U †)]+
+
c1
2
√
2
[
det(U)X† det(U †)X
]
+
+
1
8
A
{
w1Tr[log(U)− log(U †)] + (1− w1)[log(X)− log(X†)]
}2
(4.21)
dove
U =
Fpi√
2
exp
[
i
√
2
Fpi
Φ
]
, Φ =
8∑
a=1
piaτa +
Spi√
3
I
X =
FX√
2
exp
[
i
√
2
FX
SX
]
(4.22)
Prendendo, a questo punto, la parte quartica nei campi, otteniamo:
L4 =
1
4F 2pi
[
∂µΦ
2∂µΦ
2 +
4
3
Φ3¤Φ
]
+
1
4F 2X
[
∂µS
2
X∂µS
2
X +
4
3
S3X¤SX
]
+
+B
1
2F 2pi
[
1
3
MΦ4
]
+
c
6
(√
3
Spi
Fpi
− SX
FX
)4
(4.23)
dove, al solito:
B =
Bm
2Fpi
, c =
c1√
2
FX√
2
(
Fpi√
2
)3
Riscriviamo il primo termine della (4.23) facendo una integrazione per parti:
1
4F 2pi
[
∂µΦ
2∂µΦ
2 +
4
3
Φ3¤Φ
]
=
1
4F 2pi
[
∂µΦ
2∂µΦ
2 − 4
3
∂µΦ
3∂µΦ
]
Utilizzando le identita` (2.25) e (2.26) per i generatori di SU(3), questo
termine puo` essere riscritto come (a meno di divergenze totali):
δL (f)4 = −
2
3
fijcfcαβ(pii∂µpij)(piα∂µpiβ) (4.24)
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dove gli fabc sono le costanti di struttura di SU(3). Vedremo in seguito che
questo termine contribuisce solo al decadimento in pioni carichi pi±.
Il secondo termine della (4.23) e` (a meno di una divergenza totale) identica-
mente nullo. Infatti, integrando per parti, otteniamo:
1
4F 2X
[
∂µS
2
X∂µS
2
X +
4
3
S3X¤SX
]
=
1
4F 2X
[
∂µS
2
X∂µS
2
X −
4
3
∂µS
3
X∂µSX
]
= 0
La parte quartica della Lagrangiana (4.21) si riduce, pertanto, a:
L4 =
1
4F 2pi
[
−2
3
piipij∂µpi
e∂µpi
mfiekfkjm
]
+B
1
2F 2pi
Tr
[
1
3
MΦ4
]
+
+
c
6
(√
3
Spi
Fpi
− SX
FX
)4
. (4.25)
Mandando c → 0, FX → 0 e SX → 0 nella Lagrangiana (4.25), otteniamo
la Lagrangiana quartica ricavata da Di Vecchia et al. nella Ref. [11]. Se
riscriviamo l’ultimo termine della Lagrangiana quartica in funzione dei campi
fisici, usando l’equazione (4.8), otteniamo:
δL (c)4 =
c
6
(√
3
Spi
Fpi
− SX
FX
)4
=
c
3
(
3
FX
FpiFη′
+
Fpi
Fη′FX
)4
η4X (4.26)
Questo termine contribuisce, quindi, solo allo scattering elastico di ηX . Ve-
dremo in seguito che, per ∆ ≡ mu − md 6= 0, δL (c)4 avra` dei termini che
contribuiscono anche ai decadimenti in tre mesoni pseudoscalari, ma sara`
fortemente soppresso (per ∆ piccolo).
4.2.2 Gli autovettori per ∆ 6= 0
I decadimenti di η, η′, ηX in tre pioni non conservano l’isospin SU(2), ovvero
(essendo la coniugazione di carica conservata per le interazioni forti) non
conservano la G-parita`, che, per un multipletto di spin isotopico I, e` definita
come:
Gˆ ≡ CˆeiIˆ2pi = C0(−1)I (4.27)
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dove Cˆ e` l’operatore di coniugazione di carica, Iˆ2 e` la componente y del-
l’operatore di isospin e C0 e` l’autovalore di Cˆ per la componente neutra del
multipletto. Gli stati η, η′, ηX sono isosingoletti (I=0) e hanno C = 1 (perche´
decadono in 2γ), percio` la loro G-parita` e` G = 1. Al contrario i pi, che for-
mano un isotripletto (I = 1), hanno G-parita` G = −1, perche´ pi0 ha C = 1.
Calcoleremo le ampiezze di decadimento (e le larghezze) al prim’ordine nella
violazione dell’isospin. Il parametro che controlla la violazione di SU(2) e`
∆ ≡ mu−md: se ∆ = 0 abbiamo una simmetria di isospin esatta, mentre se
∆ 6= 0 la simmetria SU(2) e` rotta esplicitamente. Nel caso di ∆ 6= 0 i campi
pi3, pi8, Spi, SX sono mescolati. Dalla Lagrangiana (4.21) possiamo ricavare
la seguente matrice di massa quadra per i campi (pi3, pi8, Spi, SX):
K =

B(md +mu)
B∆√
3
√
2B∆√
3
0
B∆√
3
2
3
B(m˜+ 2ms)
2
3
B(m˜−ms) 0√
2B∆√
3
2
3
B(m˜−ms) m20 + 6(Aω
2
1+c)
F 2pi
2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
0 0 2
√
3(A(1−ω1)ω1−c)
FpiFX
2(A(1−ω1)2+c)
F 2X

(4.28)
dove m˜ ≡ mu+md
2
e m20 =
2
3
B(2m˜ + ms). Per ∆ = 0 (SU(2) esatta) pi3 e`
diagonale e possiamo scrivere i campi (pi3, pi8, Spi, SX) in termini dei campi
fisici (pi0, η, η′, ηX) come: 
pi3
pi8
Spi
SX
 = C

pi0
η
η′
ηX
 (4.29)
Dove C ha la forma seguente (vedi la sezione 4.1) :
C =

1 0 0 0
0 cos φ˜ − sin φ˜ 0
0 sin φ˜ Fpi
Fη′
cos φ˜ Fpi
Fη′
√
3FX
Fη′
0 sin φ˜
√
3FX
Fη′
cos φ˜
√
3FX
Fη′
− Fpi
Fη′
 (4.30)
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Calcoliamo gli autovettori della (4.28) al prim’ordine in ∆, trattando ∆ come
una perturbazione ed utilizzando la teoria delle perturbazioni. Scriviamo la
matrice K nel seguente modo:
K = K0 + δK∆ (4.31)
dove K0 e` la matrice K per ∆ uguale a zero ed e` diagonalizzata da C, mentre
δK∆ e` la perturbazione (piccola):
δK∆ =

0 B∆√
3
√
2
3
B∆ 0
B∆√
3
0 0 0√
2
3
B∆ 0 0 0
0 0 0 0
 (4.32)
La correzione agli autovalori e` di ordine ∆2 (la perturbazione in questo caso
e` fuori diagonale) e percio` trascurabile. Trascurando i termini proporzionali
a m2, 1/N2 e m/N otteniamo:
pi3
pi8
Spi
SX
 = C˜

pi0
η
η′
ηX
 , (4.33)
dove:
C˜ =

δ0 δ1 δ2 δ3
α0 α1 α2 α3
β0 β1 β2 β3
γ0 γ1 γ2 γ3
 , (4.34)
con:
δ0 =1,
α0 =
√
3
2
∆
2B sin φ˜(F 2η′ sin φ˜−
√
2Fη′Fpi cos φ˜)
B((md − 2ms +mu)F 2pi + 9F 2X(md +mu))− 18A
,
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β0 =
√
3
2
Fpi∆
(
2
√
2BFpiF
4
X
BF 2piF
2
X((mu +md)F
2
pi + F
2
X(md − 2ms +mu))− 2cF 4η′
+
+
2B cos φ˜(
√
2Fpi cos φ˜− Fη′ sin φ˜)
B((md − 2ms +mu)F 2pi + 9F 2X(md +mu))− 18A
+
+
sin φ˜(Fη′ cos φ˜+
√
2Fpi sin φ˜)
F 2η′(md − 2ms +mu)
)
,
γ0 =
FX
2
∆
(
− 2
√
2BF 3piF
2
X
BF 2piF
2
X((mu +md)F
2
pi + F
2
X(md − 2ms +mu))− 2cF 4η′
+
+
6B cos φ˜(
√
2Fpi cos φ˜− Fη′ sin φ˜)
B((md − 2ms +mu)F 2pi + 9F 2X(md +mu))− 18A
+
+
3 sin φ˜(Fη′ cos φ˜+
√
2Fpi sin φ˜)
F 2η′(md − 2ms +mu)
)
,
δ1 =−
√
3∆(Fη′ cos φ˜+
√
2Fpi sin φ˜)
2Fη′(md − 2ms +mu) ,
α1 =cos φ˜, β1 =
Fpi
Fη′
sin φ˜, γ1 =
FX
Fη′
√
3 sin φ˜,
δ2 =
√
3B∆
(
F 2η′ sin φ˜−
√
2FpiFη′ cos φ˜
)
B ((md − 2ms +mu)F 2pi + 9F 2X(md +mu))− 18A
,
α2 =− sin φ˜, β2 = Fpi cos φ˜
Fη′
, γ2 =
√
3FX cos φ˜
Fη′
,
δ3 =−
√
2BF 2piF
3
XFη′∆
BF 2piF
2
X((md +mu)F
2
pi + F
2
X(md − 2ms +mu))− 2cF 4η′
,
α3 =0, β3 =
√
3FX
Fη′
, γ3 = −Fpi
Fη′
. (4.35)
Si noti che pi0 per ∆→ 0 disaccoppia dagli altri campi e gli altri autovettori
si riducono a quelli calcolati nella sezione 4.1, per il caso ∆ = 0.
Nella sezione precedente avevamo notato che il termine della Lagrangiana
quartica proporzionale a c (4.26), nel caso di isospin esatto (i.e. ∆ = 0), e`
proporzionale al solo campo esotico ηX .
In questo caso, invece, δL (c)4 e` della forma:
δL (c)4 =
(
αηX +∆(βpi
0 + γη + δη′)
)4
(4.36)
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dove α, β, γ, δ sono costanti di ordine O(∆0). Percio` l’ampiezza di un pro-
cesso indotto da tale termine della Lagrangiana prende un fattore ∆ per ogni
campo coinvolto diverso da ηX . In particolare, il vertice di ηX in tre meso-
ni (diversi da ηX) sara` di ordine O(∆3), mentre i vertici di quattro mesoni
diversi da ηX addirittura di ordine O(∆4); tali contributi sono quindi forte-
mente soppressi per ∆ piccolo e trascurabili rispetto ai contributi derivanti
dagli altri termini della Lagrangiana (4.23).
4.3 Decadimenti di η, η′, ηX in 3 pioni
In questa sezione calcoleremo le ampiezze e le larghezze per i decadimenti
in 3 pioni. In particolare studieremo i decadimenti di η, η′ ed ηX in 3pi0
e pi+pi−pi0. I campi presenti nelle Lagrangiana quartica L4 possono essere
scritti in funzione dei campi associati agli stati fisici utilizzando la (4.33).
Per il decadimento η → 3pi0 il primo termine della L4 in Eq. (4.25) non
contribuisce. L’ampiezza e`, quindi:
A(η → 3pi0) = 〈pi0pi0pi0|LI |η〉 =
=
〈
pi0pi0pi0
∣∣∣∣∣Tr
[
B
6F 2pi
MΦ4
]
+
c
6
(√
3
Spi
Fpi
− SX
FX
)4∣∣∣∣∣ η
〉
Calcolando la traccia, otteniamo, per l’ampiezza, l’espressione seguente:
B
F 2pi
4
(
1
9
ms(
√
2α1 − β1)(
√
2α0 − β0)3 +md
(
α0√
6
+ β0√
3
− 1√
2
)3
×
×
(
α1√
6
+ β1√
3
− δ1√
2
)
+mu
(
α0√
6
+ β0√
3
+ 1√
2
)3 (
α1√
6
+ β1√
3
+ δ1√
2
))
+
+4c
(
β0
√
3
Fpi
− γ0
FX
)3 (
β1
√
3
Fpi
− γ1
FX
)
(4.37)
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Sviluppiamo al prim’ordine in ∆, utilizzando il fatto che α0 ≈ β0 ≈ γ0 ≈
δ1 ≈ δ2 ≈ δ3 ≈ ∆ :
A(η → 3pi0) = B
F 2pi
[
∆(α1 +
√
2β1)√
3
+ (mu +md)(δ1 + (
√
2α1 + 2β1)β0)+
+ (mu +md)(α1 +
√
2β1)α0
]
(4.38)
Utilizzando le equazioni (4.35) per α1, β1, δ1, α0, β0
A(η → 3pi0) = B∆
F 2pi6
√
3AcF 5η′(md +mu − 2ms)
×
((cF 5η′(mu +md)(9A− 2BF 2pi (md − 2ms +mu)) cos2 φ˜−
3 cos φ˜(AFη′(6BF
2
piF
4
X(mu +md)(mu +md − 2ms) +
+cF 4η′(md +mu + 4ms))−√
2cFpiF
4
η′(mu +md)(9A+ 2BF
2
X(md +mu − 2ms)) sin φ˜) +
Fpi sin φ˜(−3
√
2A(6BF 2piF
4
X(mu +md)(mu +md − 2ms) +
+cF 4η′(mu +md + 4ms)) + 4cFpiF
3
η′(mu +md)(9A+
BF 2η′(md − 2ms +mu)) sin φ˜)))
A questo punto sviluppando al prim’ordine nelle masse, in φ˜ (che e` lineare
nelle masse) e in 1/N otteniamo:
A(η → 3pi0) = B∆
F 2pi
√
3
cos φ˜+
√
22B∆(2md −ms + 2mu)
(md − 2ms +mu)FpiFη′
√
3
sin φ˜ (4.39)
Se consideriamo ora il fatto che la massa ms del quark s e` parecchio piu`
grande della massa degli altri due quark leggeri e sviluppiamo al primo ordine
in 1/ms, otteniamo:
A(η → 3pi0) = B∆
F 2pi
√
3
cos φ˜+
√
2B∆
FpiFη′
√
3
sin φ˜ (4.40)
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Per il decadimento η′ → 3pi0 basta sostituire (δ1, α1, β1) con (δ2, α2, β2) nella
relazione (4.38). In questo caso otteniamo un’ampiezza della forma:
A(η′ → 3pi0) =
√
2
3
∆B
FpiFη′
cosφ− ∆B
F 2pi
√
3
sinφ, (4.41)
dove, al solito, abbiamo preso l’ordine dominante in 1/N e 1/ms.
Se nelle formule (4.40) e (4.41) mandiamo FX → 0 (cioe` Fη′ → Fpi) otteniamo
le espressioni trovate da Di Vecchia et al. nella Ref. [11]:
A(η → 3pi0) = B∆
F 2pi
√
3
(
cosφ+
√
2 sinφ
)
, (4.42)
A(η′ → 3pi0) =
√
2
3
B∆
F 2pi
(
cosφ−
√
1
2
sinφ
)
, (4.43)
dove tanφ = 2
9A
BF 2pi (ms − m˜) e` l’angolo di mixing in assenza del contributo
proveniente dal nuovo condensato U(1) assiale.
Per il decadimento ηX → 3pi0 otteniamo:
A(ηX → 3pi0) = ∆B√
2Fη′F 2pi
FX
(
2B(mu +md)
−F 2pi
3A
+
3(md +mu)
md +mu − 2ms + 2
)
cos φ˜+
+
6FpiFX(mu +md)
F 2η′(mu +md − 2ms)
∆B
F 2pi
sin φ˜ (4.44)
Si noti che l’ampiezza va giustamente a zero per FX → 0, cioe` nel caso in cui
non c’e` il condensato U(1) assiale. Prendendo l’ordine dominante in 1/ms
otteniamo la seguente ampiezza approssimata:
A(ηX → 3pi0) =
√
2BFX∆
Fη′F 2pi
(4.45)
69
4. Decadimenti dei mesoni pseudoscalari
Dalle ampiezze (4.40) e (4.41), utilizzando per lo spazio delle fasi l’espressione
(A.2) riportata in appendice, otteniamo le larghezze di decadimento:2
Γ(η → 3pi0) = (B∆)
2(Fη′ cosφ+
√
2Fpi sinφ)
2
36F 2η′F
4
pi
0.025 keV (4.46)
Γ(η′ → 3pi0) = (B∆)
2(
√
2Fpi cosφ− Fη′ sinφ)2
F 2η′F
4
pi
0.04 keV (4.47)
Mentre dalla (4.45), utilizzando l’espressione (A.4) riportata in Appendice
per lo spazio delle fasi per tre corpi a massa zero3, otteniamo la larghezza
per il decadimento ηX → 3pi0:
Γ(ηX → 3pi0) = (B∆)
2F 2XmηX
1536F 2η′F
4
pipi
3
(4.48)
Studiamo, ora, i decadimenti in pioni carichi, cioe` i decadimenti in pi+pi−pi0.
I campi dei pioni carichi si possono scrivere in funzione di pi1, pi2 come:
pi+ =
pi1 − ipi2√
2
, pi− =
pi1 + ipi2√
2
(4.49)
In questi decadimenti contribuisce anche la parte della Lagrangiana δL (f)4 ,
proporzionale alle costanti di struttura di SU(3), definita in Eq. (4.24).
L’elemento di matrice di δL (f)4 ha la forma seguente:
δAf =
〈
pi+pi−pi0
∣∣∣δL (f)4 ∣∣∣ η〉 = − 23F 2pi δ0δ1(Ppi0 · Pη − Ppi+ · Ppi−) (4.50)
dove Pη, Ppi0 , Ppi+ , Ppi− sono rispettivamente i quadrimpulsi di η, pi
0, pi+
e pi−; δ0 e δ1 sono definiti nella (4.34). Sommando anche il contributo che
proviene dalla traccia (e sviluppando, al solito, al prim’ordine in 1/ms ) si
2L’integrazione sullo spazio delle fasi (A.2) e` stata effettuata numericamente con il
programma Mathematica, utilizzando i valori delle masse forniti dal Particle Data Group
[3].
3Ci aspettiamo che la particella ηX sia molto pesante, per cui e` ragionevole trascurare
la massa dei pioni nello spazio delle fasi in questo caso.
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ottiene un’ampiezza della forma:
A(η → pi+pi−pi0) = 2(s− s0)∆B
3
√
3Fpim2η
(
cos φ˜+
√
2Fpi
Fη′
sin φ˜
)
+
∆B
3
√
3
(
cos φ˜
F 2pi
+
√
2
FpiFη′
sin φ˜
)
(4.51)
dove
s =(Pη − Ppi0)2 = (Ppi+ + Ppi−)2
s0 =
1
2
(m2η + 3m
2
pi) (4.52)
Si noti che, in questo caso, l’ampiezza dipende dai momenti, a differenza di
quanto succedeva per il decadimento in 3pi0. Procedendo in modo analogo,
otteniamo, per l’ampiezza del decadimento η′ → pi+pi−pi0:
A(η′ → pi+pi−pi0) = ∆B
( √
2 cos φ˜
3
√
3Fη′Fpi
− sin φ˜
3
√
3F 2pi
− (s− s0)
8(
√
2Fη′Fpi cos φ˜− F 2η′ sin φ˜)
9
√
3F 4pim2η′
)
(4.53)
Per il decadimento ηX → pi+pi−pi0 l’ampiezza e` semplicemente:
A(ηX → pi+pi−pi0) = (B∆)
√
2FX
3Fη′F 2pi
. (4.54)
L’ampiezza non dipende dagli impulsi perche´, in questo caso, il termine δL (f)4
ovviamente non contribuisce.
Per ottenere la larghezza di decadimento dobbiamo integrare sullo spazio
delle fasi:
Γ =
∫
dΦ(3)
|A|2
2M
=
∫
dsdt
128pi3
|A|2
2M
=
=
1
pi3256M3
∫ s3
s2
ds
s
|A(s)|2
√
(s− s1)(s− s2)(s3 − s)(s4 − s) (4.55)
dove abbiamo utilizzato la formula (A.2) dell’Appendice e M e` la massa
dello stato iniziale. Integrando numericamente, con l’aiuto del programma
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Mathematica, otteniamo le seguenti larghezze di decadimento:
Γ(η → pi+pi−pi0) = (∆B)
2(Fη′ cos φ˜+
√
2Fpi sin φ˜)
2
27F 2η′F
4
pi
0.0244 keV (4.56)
Γ(η′ → pi+pi−pi0) = (∆B)
2(
√
2Fpi cos φ˜− Fη′ sin φ˜)
54F 2η′F
4
pi
0.051 keV. (4.57)
Per calcolare la larghezza del decadimento ηX → pi0pi+pi− utilizziamo, come
per il decadimento in 3pi0, lo spazio delle fasi per tre pioni a massa zero:
Γ(ηX → pi0pi+pi−) = (B∆)2 F
2
XmηX
2304F 2η′F
4
pipi
3
. (4.58)
Siccome il parametro ∆ che permette questi decadimenti e` molto piccolo, ci si
puo` chiedere se le correzioni elettromagnetiche danno un contributo rilevante.
La risposta (fortunatamente) e` negativa. Nella Ref. [13] sono state calcolate
le correzioni elettromagnetiche per η → 3pi fino a due loop nella teoria stan-
dard (i.e., senza il condensato U(1) assiale): la correzione risulta ampiamente
trascurabile rispetto al contributo proveniente dalla sola Lagrangiana forte
che viola l’isospin attraverso ∆.
Utilizzando i valori sperimentali per le larghezze di decadimento [3], possia-
mo ricavare informazioni su FX e φ˜. Il fattore che controlla la violazione
dell’isospin e` uguale a:
(B∆)2 =
(
m2pi
mu −md
mu +md
)2
= m4pi
(R− 1)2
(R + 1)2
(4.59)
Dove R = mu/md. Inserendo il valore R = 0.56(14)
4 si ottiene:
(B∆)2 = 2.6(1)× 107 MeV4
4Questo valore e` stato calcolato utilizzando le formule (3.49) e i valori sperimentali
delle masse dei mesoni forniti dal Particle Data Group [3].
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I valori sperimentali della larghezza per i decadimenti in 3pi0 sono:
Γsp.(η → 3pi0) = 0.423(0.026) keV
Γsp.(η
′ → 3pi0) = 0.31(0.02) keV
Da questi e dalle equazioni (4.46), (4.47) possiamo ricavare i valori di FX e
φ˜:
FX = 20(10) MeV
φ˜ = 15(4)◦
I valori trovati in questo modo sono compatibili con quelli ricavati dai de-
cadimenti radiativi nella Ref. [41] e sono inoltre consistenti con la formula
(4.11) per tan φ˜.
Utilizzando questi valori possiamo calcolare le larghezze per i decadimenti in
pioni carichi. Nel caso del decadimento dell’η e dell’η′ otteniamo
Γ(η → pi+pi−pi0) = 0.28(0.02) keV
Γ(η′ → pi+pi−pi0) = 0.3 keV (4.60)
che sono in accordo con i valori sperimentali [3]:
Γsp(η → pi+pi−pi0) = 0.30(0.02)keV
Γsp(η
′ → pi+pi−pi0) < 11keV (4.61)
Per l’ηX otteniamo una relazione che lega la larghezza del decadimento in 3
pioni e la massa mηX :
Γ(ηX → 3pi0)
mηX
= 5.2× 10−7
Analogamente per il decadimento in pioni carichi otteniamo il vincolo:
Γ(ηX → pi+pi−pi0)
mηX
= 3.4× 10−7
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Grazie a questi vincoli, conoscendo le due larghezze di decadimento e la massa
per una certa particella, possiamo dire se questa particella e` un candidato
possibile per l’ηX . Seguendo il Particle Data Group [3], forniamo l’elenco dei
possibili candidati ηX , cioe` particelle con gli stessi numeri quantici dell’η
′ ma
piu` pesanti:
η(1295) Γtot = 55(5) MeV
η(1405) Γtot = 51(3) MeV
η(1475) Γtot = 85(9) MeV
η(1760) Γtot = 96(70) MeV
η(2225) Γtot = 150
+300
−60 ± 60 MeV (4.62)
Ad oggi questi sono gli unici candidati ηX noti. Purtroppo non ci sono ancora
dati quantitativi sui decadimenti in tre pioni (sono stati solamente ‘‘visti’’).
4.4 Decadimenti η′ → ηpipi, etc.
In questa sezione studieremo i decadimenti di η′ in ηpi0pi0, ηpi+pi− e di ηX
in ηpi0pi0, ηpi+pi−, η′pi0pi0, η′pi+pi−. Questi tipi di decadimenti non violano
l’isospin ed avvengono anche per ∆ = 0. Per calcolare le ampiezze e le
larghezze di decadimento utilizzeremo, percio`, gli autovettori (4.16), calcolati
per ∆ = 0. L’ampiezza di decadimento per il processo η′ → ηpi0pi0 e`:
A(η′ → ηpi0pi0) = B
6F 2pi
〈Tr[MΦ4]〉 =
=
m2pi
6F 2pi
[(
2
F 2pi
F 2η′
− 1
)
sin 2φ˜+ 2
√
2
Fpi
Fη′
cos 2φ˜
]
(4.63)
Nel caso di FX = 0 si ottiene il risultato gia` trovato in Ref. [11] :
A(η′ → ηpi0pi0) = m
2
pi
3F 2pi
(
1
2
sin 2φ+
√
2 cos 2φ
)
(4.64)
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Se calcoliamo l’ampiezza per il decadimento η′ → ηpi+pi−, otteniamo lo stes-
so risultato: A(η′ → ηpi+pi−) = A(η′ → ηpi0pi0). Questa uguaglianza deriva
dall’aver considerato la simmetria di isospin esatta; infatti con una trasfor-
mazione di SU(2) possiamo mandare pi+pi− in pi0pi0 mantenendo l’ampiezza
invariata.
Per calcolare le larghezze dei decadimenti η′ → ηpi0pi0 e η′ → ηpi+pi− utiliz-
ziamo lo spazio delle fasi (A.2) integrato numericamente e i valori delle masse
forniti dalla Ref. [3]:
Γ(η′ → ηpi0pi0) = ∣∣A(η′ → ηpi0pi0)∣∣2 0.973 keV (4.65)
Mentre, per il decadimento in ηpi+pi−, abbiamo:
Γ(η′ → ηpi+pi−) = 2Γ(η′ → ηpi0pi0) (4.66)
dove il fattore due e` dovuto al fatto che i due pi0 sono identici e il loro spazio
delle fasi e` ridotto di un fattore due.
Vediamo, a questo punto, i decadimenti della particella esotica ηX . Per il
decadimento ηX → ηpi0pi0 e ηX → η′pi0pi0 otteniamo le seguenti ampiezze:
A(ηX → ηpi0pi0) = B(mu +md)
3F 2pi
(√
6FX cos φ˜
Fη′
+
2
√
3FpiFX sin φ˜
F 2η′
)
=
=
m2pi
3F 2pi
(√
6FX cos φ˜
Fη′
+
2
√
3FpiFX sin φ˜
F 2η′
)
,
(4.67)
A(ηX → η′pi0pi0) = m
2
pi
3F 2pi
(
2
√
3FpiFX cosφ
F 2η′
−
√
6FX sinφ
Fη′
)
(4.68)
Come nel caso precedente valgono le uguaglianze:
A(ηX → ηpi0pi0) = A(ηX → ηpi+pi−) (4.69)
A(ηX → η′pi0pi0) = A(ηX → η′pi+pi−) (4.70)
75
4. Decadimenti dei mesoni pseudoscalari
Per calcolare le larghezze di decadimento utilizziamo, in questo caso, lo spazio
delle fasi (A.5), considerando i due pioni a massa zero e l’η, l’η′ e l’ηX massivi:
Γ(ηX → ηpi0pi0) =
F 2Xm
4
η(−m4η + 4M2ηXm2η logmη/MηX +M4ηX )(
√
2Fη′ cos φ˜+ 2Fpi sin φ˜)
2
3072F 4η′F
4
piM
3
ηX
pi3
,
(4.71)
Γ(ηX → η′pi0pi0) =
F 2Xm
4
η(−m4η + 4M2ηXm2η logmη/MηX +M4ηX )(
√
2Fη′ sin φ˜− 2Fpi cos φ˜)2
3072F 4η′F
4
piM
3
ηX
pi3
.
(4.72)
Grazie alle (4.69) e (4.70) sono verificate le uguaglianze Γ(ηX → ηpi+pi−) =
2Γ(ηX → ηpi0pi0) e Γ(ηX → η′pi+pi−) = 2Γ(ηX → ηpi0pi0).
Possiamo confrontare le larghezze di decadimento con i valori sperimentali.
Se utilizziamo i valori di FX e φ˜ ricavati nella sezione precedente otteniamo:
Γ(η′ → ηpi0pi0) = 2.7 keV
Γ(η′ → ηpi+pi+) = 5.4 keV (4.73)
Mentre i valori sperimentali sono:
Γsp(η
′ → ηpi0pi0) = 42(5) keV
Γsp(η
′ → ηpi+pi−) = 90(4) keV (4.74)
In questo caso non c’e` accordo: il valore calcolato e` molto minore di quello
sperimentale. Non e` possibile trovare un FX che rende Γteorico = Γsp; se
aumentiamo il valore di FX la differenza tra il valore teorico e sperimentale
aumenta, mentre per FX → 0 i due valori rimangono comunque molto diversi
[11]. Inoltre, l’ampiezza (4.63) e` costante sullo spazio delle fasi, mentre i dati
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sperimentali sono fittati da un’ampiezza della forma (si veda la Ref. [11]):
A(η′ → ηpipi) = A(1− σ1Tη) (4.75)
dove Tη e` l’energia cinetica dell’η e A e σ1 sono costanti. Per descrivere
questo comportamento, probabilmente, non e` sufficiente tenere il prim’ordine
in 1/N , ma occorre andare all’ordine successivo (come notato da Di Vecchia
et al. nella Ref. [11]). Introdurre termini di ordine piu` alto in 1/N comporta
numerosi problemi, che esulano dallo scopo di questa tesi5.
4.5 Decadimenti di ηX in 3η
Se la particella esotica ηX fosse sufficientemente pesante (come ci aspettiamo)
potrebbe decadere anche in 3η. L’ampiezza per questo nuovo decadimento
si calcola facilmente (non viola l’isospin e possiamo utilizzare gli autovettori
(4.16)) ed ha la seguente forma:
A(ηX → 3η) =
√
2
3
BFX(md +mu − 8ms)
3F 2piFη′
cos φ˜+
2BFpiFX(md +mu + 4ms)
F 2pi
√
3F 2η′
sin φ˜
(4.76)
5Ad esempio, si dovrebbe tener conto anche dei grafici ad un loop, che sono di ordine
1/N2. Per una descrizione di questo, si possono vedere ad esempio le referenze [16,38].
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Altri decadimenti di questo tipo sono: ηX → 3η′, ηηη′, ηη′η′. Le loro
ampiezze hanno la forma seguente:
A(ηX → 3η′) = 4BFpiFX(mu +md +ms)
3
√
3F 4η′
cos φ˜− B2
√
2FX(md +mu − 2ms)√
3F 3η′
sin φ˜
(4.77)
A(ηX → ηηη′) = 2BFX(md +mu + 4ms)
3Fpi
√
3F 2η′
cos φ˜+
+
B
√
6(F 2pi (mu +md)− F 2X(mu +md − 8ms))
3F 3piF 3η′
sin φ˜ (4.78)
A(ηX → ηη′η′) = 2
√
2BFX(mu +md − 2ms)√
33F 3η′
cos φ˜−
− 4BFX(msF
2
pi + F
2
X(md +mu + 4ms))√
3FpiF 4η′
sin φ˜ (4.79)
Per calcolare le larghezze di decadimento utilizzeremo, come discusso nel’Ap-
pendice A, lo spazio delle fasi nel limite non relativistico:
Γ(ηX → 3η) = 12mηX
|A(ηX → 3η)|2 Φnr =
FX(mηX − 3mη)2[F 2η′(4(m2K0 +m2K+)− 5M2pi0) cos φ˜− 6F 2pi (m2K0 +m2K+ − 2m2pi0) sin φ˜]2
30132
√
3F 6η′F 4pimηXpi2
Nella formula precedente abbiamo utilizzato le relazioni (3.49) per sostitui-
re le masse dei quark con le masse quadre dei mesoni. Inserendo i valo-
ri sperimentali, possiamo ottenere una relazione che lega la larghezza del
decadimento alla massa di ηX :
Γ(ηX → 3η) = 0.0158(mηX − 1641)
2
mηX
(4.80)
dove tutte le quantita` sono espresse in keV.
Analogamente, nell’ipotesi che anche i decadimenti ηX → 3η′, ηX → ηηη′ e
ηX → ηη′η′ siano cinematicamente permessi, si ottengono per essi le larghez-
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ze:
Γ(ηX → 3η′) =
FX(mηX − 3mη′)2[Fpi(m2K0 +m2K+ −m2pi0) cos φ˜+ 3
√
2Fη′(m2K0 +m
2
K+ − 2m2pi0) sin φ˜]2
15066
√
3F 8η′mηXpi2
Γ(ηX → ηηη′) = (mηX − 2mη −mη′)
2
2× 186√3pi22mηX
|A(ηX → ηηη′)|2 ,
Γ(ηX → ηη′η′) = (mηX − 2mη′ −mη)
2
2× 186√3pi22mηX
|A(ηX → ηη′η′)|2
Da tutte le larghezze calcolate sopra e` possibile ricavare una relazione del tipo
(4.80), che lega la massa di ηX ad una larghezza di decadimento. In linea di
principio, queste relazioni potrebbero essere utili per identificare l’ηX .
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Il punto di partenza di questa tesi e` un modello di Lagrangiana chirale effi-
cace che generalizza quello proposto agli inizi degli anni ’80 da Witten, Di
Vecchia, Veneziano e altri [12, 54, 63] per studiare la dinamica a basse ener-
gia dei mesoni pseudoscalari, includendo gli effetti dell’anomalia U(1) assiale
nell’ambito dell’espansione in 1/N , cioe` per grande numero N di colori.
Il modello generalizzato, proposto nella prima meta` degli anni ’90 [42–44] (e
utilizzato recentemente nelle Ref. [41, 47]), descrive uno scenario in cui un
certo condensato a 2L fermioni, parametro d’ordine per la simmetria U(1) as-
siale, resta diverso da zero attraverso la transizione chirale a Tch ' 150 MeV,
fino ad una certa temperatura TU(1) > Tch. Nella Lagrangiana efficace vie-
ne dunque introdotto un campo ‘‘esotico”, associato a tale nuovo parametro
d’ordine.
Scopo principale di questa tesi era ricavare informazioni sui parametri del
nuovo modello, studiando i decadimenti dei mesoni pseudoscalari.
In particolare, nel capitolo 2 abbiamo ricavato la forma esplicita del
nuovo condensato a 2L fermioni nel caso di interesse fisico, i.e. L = 3. In-
nanzitutto, abbiamo scritto il piu` generale operatore locale (senza derivate) a
sei fermioni, hermitiano, P-invariante, singoletto di colore e invariante sotto
SU(3) ⊗ SU(3), dipendente da tre parametri reali liberi. Infine, dopo aver
calcolato il valore di aspettazione di questo operatore, ne abbiamo richiesto
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l’indipendenza dall’usuale condensato chirale 〈q¯q〉 e da eventuali altri con-
densati a quattro fermioni 〈q¯qq¯q〉: per fare cio`, abbiamo imposto l’annullarsi
delle parti disconnesse, che sono proporzionali a 〈q¯q〉〈q¯qq¯q〉 o 〈q¯q〉3. Il nuovo
parametro d’ordine cos`ı ottenuto risulta univocamente determinato (a meno
di una costante moltiplicativa). Il fatto che il nuovo condensato non dipenda
da piu` parametri e` molto importante, perche´ rende possibile l’introduzione
di un solo nuovo campo nella Lagrangiana efficace.
Va detto che, recentemente, operatori a quattro fermioni (che potrebbero
essere associati ai condensati a quattro fermioni) sono stati aggiunti alla La-
grangiana senza il condensato U(1) assiale per lo studio dei mesoni scalari,
modellizzati come stati a quattro quark [14, 20, 30]. Sarebbe molto interes-
sante, in futuro, indagare la possibilita` di aggiungere tali operatori a quattro
fermioni alla nostra Lagrangiana.
Nel capitolo 3, dopo aver introdotto il formalismo delle Lagrangiane
chirali efficaci, abbiamo presentato la Lagrangiana per il nostro modello che
include il nuovo condensato U(1) assiale [41,42,46] e abbiamo mostrato bre-
vemente qual e` lo spettro di massa mesonico che da essa si ricava. Abbiamo
anche studiato dettagliatamente il caso limite del modello, in cui c1 = 0,
dove c1 e` la costante di accoppiamento nella Lagrangiana del termine di in-
terazione ∼ det(U)X†+det(U †)X fra il campo mesonico usuale U , bilineare
nei quark, e il campo mesonico esotico X. In questo caso abbiamo scoper-
to che, oltre ad un mesone pseudoscalare di singoletto con massa quadra di
ordine 1/N , che svolge un ruolo determinante nel meccanismo di Witten-
Veneziano descritto nel capitolo 1, compare nello spettro un altro mesone
pseudoscalare di singoletto con massa nulla nel limite chirale. Introducendo
le masse dei quark, abbiamo ricavato una disuguaglianza (analoga al ‘‘limite
di Weinberg ’’) che lega la massa quadra di tale particella alle masse quadre
dei mesoni pseudoscalari leggeri pi0, K0 e K+: tra i mesoni pseudoscalari non
si osserva, pero`, nessun singoletto che soddisfi tale disuguaglianza. Questo
ci porta, quindi, ad un nuovo ‘‘problema U(1)’’, per cui il caso c1 = 0 e` stato
escluso.
Infine, nel capitolo 4, abbiamo ricavato le ampiezze e le larghezze per
i decadimenti di η, η′, ηX in tre mesoni pseudoscalari. Per farlo abbiamo ri-
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cavato la Lagrangiana quartica nei campi dei mesoni e gli autostati nel caso
di SU(2)V (i.e., l’isospin) esplicitamente rotta. Per i decadimenti in 3pi si ha
ottimo accordo con i valori sperimentali ed e` stato possibile ricavare informa-
zioni sul nuovo condensato: abbiamo trovato che FX ≈ 20 MeV , in accordo
con il risultato trovato in Ref. [41] studiando i decadimenti radiativi dei
mesoni pseudoscalari in due fotoni. Dai decadimenti di ηX in 3pi sono state
ricavate interessanti relazioni che legano la sua massa alle larghezze di tali de-
cadimenti: queste relazioni potrebbero permettere, quando ci saranno i dati
sperimentali, di determinare un possibile candidato per la particella ‘‘esotica”
ηX . Abbiamo inoltre studiato i decadimenti ηX in 3η, 3η
′, ηηη′, ηη′η′. Anche
le relazioni che abbiamo ricavato in questo caso potrebbero essere rilevanti,
in futuro, nell’identificazione di un candidato per ηX . I valori trovati per i
decadimenti η′ → ηpi0pi0 e η′ → ηpi+pi−, invece, non sono in accordo con i
dati sperimentali. Per descrivere questi decadimenti, probabilmente, e` neces-
sario andare all’ordine successivo nell’espansione a grandi N , i.e. aggiungere
alla Lagrangiana efficace i termini di ordine O(1/N2), come e` stato fatto in
Ref. [11] per la Lagrangiana in assenza del nuovo condensato U(1) assiale.
Sarebbe interessante, in un prossimo futuro, scrivere la nuova Lagrangiana
valida fino all’ordine 1/N2 e studiare gli effetti dei nuovi termini. Un’altra
prospettiva futura molto interessante e` quella di studiare i decadimenti in
tre mesoni a temperatura finita, in particolare studiandone il comportamen-
to attraverso la transizione chirale, analogamente a quanto fatto in Ref. [47]
per i decadimenti radiativi dell’η′ in due fotoni. Nel nostro caso lo studio e`
notevolmente piu` complicato, perche´ al di sopra di Tch (i.e., dove la simmetria
SU(L)⊗ SU(L) e` restaurata) il modello che descrive i mesoni pseudoscalari
(che, per T = 0 e` essenzialmente un modello sigma non lineare) diventa un
modello sigma lineare, che e` fortemente dipendente dai parametri sconosciuti
del modello e dalla particolare forma del potenziale.
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APPENDICE A
Lo spazio delle fasi a tre corpi
Per calcolare le larghezze dei decadimenti in tre mesoni abbiamo bisogno dello
spazio delle fasi a tre corpi. Ricordiamo che lo spazio delle fasi a tre corpi
puo` essere scritto in funzione degli invarianti di Mandelstam, s ≡ (P − p1)2
e t ≡ (P − p2)2, essendo P il quadri-impulso della particella che decade e
p1, p2, p3 i quadri-impulsi delle tre particelle finali, nella seguente forma:
dΦ =
dsdt
128M2pi3
(A.1)
Integrando l’equazione (A.1) otteniamo1, per lo spazio delle fasi totale, l’spres-
sione:
Φ =
1
pi327M2
∫ s3
s2
ds
s
√
(s− s1)(s− s2)(s3 − s)(s4 − s), (A.2)
con
s1 = (m1 −m2)2, s2 = (m1 +m2)2, s3 = (M −m3)2, s1 = (M +m3)2,
(A.3)
1Vedi ad esempio la Ref. [9] e referenze ivi incluse.
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doveM e` la massa dello stato iniziale, mentre m1,m2,m3 sono le masse delle
tre particelle nello stato finale (P 2 =M2, p21 = m
2
1, p
2
2 = m
2
2, p
2
3 = m
2
3).
In generale questo integrale non si puo` calcolare analiticamente in termini di
funzioni elementari, ma puo` essere calcolato numericamente.
Lo spazio delle fasi integrato a tre corpi di massa zero e`:
Φ0 =
M2
256pi3
. (A.4)
Per due corpi a massa zero e uno di massa m lo spazio delle fasi ha la forma
seguente:
Φ1 =
M4 −m4 + 4M2m2 ln(m/M)
256M2pi3
(A.5)
dove M e` (come prima) la massa della particella iniziale e m la massa della
particella massiva finale.
Per i decadimenti ηX → 3η, 3η′ useremo lo spazio delle fasi nel limite non
relativistico, visto che gli η sono abbastanza pesanti e ci aspettiamo che
la differenza di massa tra lo stato iniziale e quello finale sia piccola. Lo
spazio delle fasi integrato a tre corpi massivi nel limite non relativistico ha
la seguente forma:
Φnr =
Q2
62pi2
(
m1m2m3
(m1 +m2 +m3)3
)1/2
(A.6)
dove Q =M −m1 −m2 −m3 e` il cosiddetto ‘‘Q valore’’ del decadimento.
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